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Die Zeitschrift fiir Physik 


erscheint zwanglos in einzelnen Heften; 12 Hefte bilden einen Band. 

Die Zeitschrift fiir Physik ist durch jede Buchhandlung zu beziehen. Die Mitglieder der Deutschen 
Physikalischen Gesellschaft erhalten die Zeitschrift fiir Physik zu einem mit dem Vorstande der 
Gesellschaft vereinbarten Vorzugspreis geliefert. 

Es wird ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daB mit der Annahme des Manuskriptes 
und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht fiir alle Sprachen und 
Lander an den Verlag iibergeht, und zwar bis zum 31. Dezember desjenigen Kalenderjahres, das auf 
das Jahr des Erscheinens folgt. Hieraus ergibt sich, da8 grundsiitzlich nur Arbeiten angenommen 
werden kénnen, die vorher weder im Inland noch im Ausland veréffentlicht worden sind. Auch 
verpflichtet sich der Autor, die Arbeit nachtriiglich nicht anderweitig zu verédffentlichen. 

Manuskriptsendungen sind an die Verlagsbuchhandlung Julius Springer, Berlin W 9, Link- 
straBe 22/24, zu richten. 

Die Autoren erhalten eine Fahnenkorrektur. Eine 2. (Umbruch-) Korrektur wird nur auf aus- 
driicklichen Wunsch iibersandt, weil dadurch in der Regel das Erscheinen der Arbeit erheblich 
verzégert wird. 

Autorkorrekturen, d. h. nachtriigliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satzkosten 
iibersteigen, den Verfassern in Rechnung gestellt. 

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlicii. Weitere 125 Exem- 
plare werden, falls bei Riicksendung der 1. Korrektur bestellt, gegen eine angemessene Entschidigung 
geliefert. Dariiber hinaus gewiinschte Exemplare miissen zum Bogennettopreise berechnet werden. 
Mit der Lieferung von Dissertationsexemplaren befaBt sich die Verlagsbuchhandlung grundsiitzlich 
nicht; sie stellt jedoch den Doktoranden den Satz zur Anfertigung der Dissertationsexemplare durch 
die Druckerei zur Verfiigung. 

Verlagsbuchhandlung Julius Springer, Berlin W 9, LinkstraBe 22/24. 











Aufnahmebedingungen. 


Nur solche Arbeiten kénnen in die Zeitschrift fiir Physik aufgenommen werden, 
die den folgend 
silos Richtlinien 


geniigen : 
1. Die Arbeit mu8 dem Gebiete der experimentellen oder theoretischen Physik angehéren. 


Auch Arbeiten aus Nachbargebieten kénnen aufgenommen werden. Ausgeschlossen sind jedoch 
Arbeiten mit rein mathematischem, astronomischem, mineralogischem oder chemischem Inhalt. 


2. Die Einleitung der Arbeit soll den Leser in knappen Siatzen in die Vorgeschichte des Problems 
einfiihren. Je stirker ein Problem im Vordergrunde des Interesses steht, desto kiirzer kann die 
Einleitung gehalten werden. 

3. Das Ziel der Arbeit mu8 schon in der Einleitung klar ausgesprochen werden. Es soll dabei 
auch ersichtlich sein, inwieweit die Erreichung des gesteckten Zieles einen im Rahmen der heutigen 
Physik wertvollen wissenschaftlichen Fortschritt bedeutet. 

4. Die Beschreibung von Versuchsapparaten soll sich keinesfalls in technische Einzelheiten 
verlieren. Nur apparative Neuheiten von grundsitzlicher Bedeutung sind von Interesse. Die bild- 
liche Wiedergabe von Apparaten soll durch schematische Zeichnung, nicht durch Photographie 
erfolgen. 

5. Es ist fast immer ausreichend, von den MeBreihen ein typisches Beispiel herauszugreifen. 
An diesem Beispiel soll aber ersichtlich bzw. kontrollierbar sein, wie die Auswertung erfolgt ist, 
wie die Rechnungen durchgefiihrt wurden, welche Korrekturen angebracht sind usw. 


6. Die MeBergebnisse sind entweder in Tabellen oder in Kurven wiederzugeben. Nur in Aus- 
nahmefiillen kann es gerechtfertigt sein, dasselbe Zahlenmaterial sowohl in Tabellen wie in Kurven- 
form zu ver6éffentlichen. 

7. Die Lesbarkeit einer Arbeit gewinnt sehr, wenn die Figuren und Tabellen durch gut durch- 
dachte Beschriftung an sich schon verstindlich sind. Jedenfalls sollen alle Figuren und Tabellen 
mit Unterschriften bzw. Uberschriften versehen sein. 

8. In theoretischen Arbeiten sollen die mathematischen Ausfiihrungen gerade so ausfiihrlich 
veréffentlicht werden, daB der Leser die vom Verfasser tiberwundenen Schwierigkeiten nicht noch- 
mals von neuem iiberwinden mu8. Elementare Rechnungen diirfen nur ganz kurz angedeutet werden. 
In Zweifelsfillen empfiehlt es sich, Zwischenrechnungen als Anhang in kleinem Druck zu bringen. 

9. Die Diskussion der Ergebnisse und die sonstigen allgemeinen Erérterungen sollen in ihrer 
Ausfiihrlichkeit dem Umfang der in der Arbeit gewonnenen neuen Erkenntnisse entsprechen. Eine 
kurze MeBreihe berechtigt noch nicht dazu, einen groBen Fragenkomplex lehrbuchartig aufzurollen. 

10. Jede Arbeit muB in sich abgeschlossen sein. Arbeiten, welche allein auf einen Versuchs- 
vorschlag oder nur auf eine Verbesserung von MeBverfahren oder MeBinstrumenten abzielen, kénnen 
in der Regel nicht aufgenommen werden. 

11. Dissertationen oder Habilitationsschriften kénnen nicht in voller Breite aufgenommen 
werden. Nur solche Ausziige werden verdffentlicht, die den vorliegenden Richtlinien entsprechen. 
Die Ausziige sind in einer FuBnote als gekiirzte Dissertation usw. zu kennzeichnen. 

12. Am Kopf jeder Arbeit soll eine Inhaltsangabe in Kleindruck stehen. In diese Inhaltsangabe 
sollen vor allem die Punkte aufgenommen werden, welche der Verfasser als seine neuen Ergebnisse 
und damit als den durch seine Arbeit erzielten wissenschaftlichen Fortschritt ansieht. 
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Uber die Struktur undeformierter 
und einfach deformierter Gebiete in nematischen 
Schichten groBerer Dicke. 


Von H. Zocher und G. Ungar in Prag. 


Mit 4 Abbildungen. (Kingegangen am 21. Juli 1938.) 


Von verschiedenen im parallelen polarisierten Licht homogen erscheinenden 
Gebieten in nematischen Schichten von Dicken bis 1mm wurden die Interferenz- 
figuren im konvergenten polarisierten Licht beobachtet und zum ‘Teil auch 
photographiert. Die Kurven gleichen Gangunterschiedes sind bei zwei Arten 
einfach deformierter Gebiete in Ubereinstimmung mit ihrer Struktur, wie sie 
aus den Oseenschen Differentialgleichungen und den angenommenen Grenz- 
bedingungen abgeleitet wurde. Durch die quantitative Auswertung der Inter- 
ferenzfiguren von homéotropen Gebieten in bis zu l mm dicken Schichten von 
p-Acetoxybenzalazin konnte einwandfrei bewiesen werden, dal die Parallel- 
orientierung der Molekiile auch in so dicken Schichten sich durch die ganze 
Tiefe der Schicht von einer Grenzfliche bis zur anderen erstreckt und nicht 

wie es den Annahmen der Schwarmtheorie entsprechen wiirde auf diinne 

Randschichten beschriinkt ist. 


1. Einleitung. Uber die Struktur nematischer Schichten zwischen 
parallelen Glasplatten liegen zahlreiche Untersuchungen vor, von denen 
hier nur einige Arbeiten von Lehmann!), Vorlinder®), Mauguin’) und 
Friedel4) genannt seien. Diese Arbeiten enthalten viele fiir die Theorie 
des nematischen Zustandes wichtige Erkenntnisse, die aber anscheimend 
nicht geniigend bekannt geworden sind, denn sie fanden insbesondere 
von seiten der Vertreter der Schwarmtheorie — nur wenig Beriicksichtigung 
bei den Diskussionen iiber die ,,Mesophasen™ bzw. ,,anisotropen Fliissig- 
keiten® oder ,,fliissigen Kristalle, die in den letzten Jahren mehrmatls 
durchgefiihrt wurden. Es erscheint daher angebracht, an dieser Stelle 
eine knappe Ubersicht tiber die wichtigsten Ergebnisse der obengenannten 
Forscher zu bringen. 

Friedel (a.a.QO.) unterscheidet fiir den allgememen Fall, d.h. bei 
nicht enantiomorphen Stoffen, im wesentlichen drei Arten von Strukturen: 
1. Pseudomorphosen nach Kristallen, 2. Kernsechichten (plages a noyaux), 
3. homéotrope Schichten. Die Kristallpseudomorphosen liefern im parallelen 


polarisierten Licht einen Anblick wie ein Diimnsehliff durch Granit oder 


') O. Lehmann, Fliissige Kristalle, Leipzig 1904. 2) D. Vorlinder, 
ZS. f. phys. Chem. 57, 357, 1907; 61, 166, 1908; 93, 516, 1919. 5) Ch. Mau- 
guin, Phys. ZS. 12, 1011, 1911; C. R. 151, 886, 1910. 1) G. Friedel, Ann. 
de Phys. (9), 18, 273, 1922. 
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ein aihnliches kristallines Gestein’). Die einzelnen einheitlichen Gebiet 
werden bei emer Drehung um 360° viermal hell und wieder dunkel. Nac 
den Untersuchungen von Mauguin®) liefert jedes einzelne homogen 
Gebiet im konvergenten polarisierten Licht die Interferenzfiguren optise| 
einachsiger Kristallplatten mit verschiedener Neigung der optischen Achs 
zur Schnittfliche. Meist liegt die optische Achse dieser Gebiete (also auc! 
die Liingsachse der Molekiile) parallel zur Glaswand, hiufig schriig, selte: 
senkrecht zu thr. 

Die Nernschichten zeigen sich ebenfalls schon im parallelen Licht 
doppelbrechend, doch variert die Ausléschungsrichtung von Ort zu Ort 
kontinulerlich; die Ausléschung ist ,,undulés*. Zwischen gekreuzten 


Nicols erscheint das Priiparat in jeder Stellung von dunklen Streifen durch- 


zogen, die von Unstetigkeitspunkten ausgehen. In der Nahe dieser Punkte 


sind die Streifen schmal, mit wachsender Entfernung werden sie breiter. 


Abbildungen solcher Strukturen findet man u.a. bei Friedel*) und bei 


Zocher und Birstein*), welche auch eine vollstiindige Analyse der 


Richtungsverteilung in emer Kernschicht durehgefiihrt haben. Nach 


Friedel liegt in den Kernschichten die optische Achse — die Liingsachse 


der Molekiile — immer parallel zu den Wiinden, beim Fortschreiten in der 
tichtung der Plattennormale bleibt die Molekiilrichtung konstant. Wegen 
der raschen Anderung der Molekiilrichtung mit dem Orte beim Fortschreiten 
parallel zu den Glasplatten hefern diese Schichten im konvergenten Licht 
meist keine deutlichen Interferenzfiguren. 

Die homéotropen Schichten sind im parallelen Licht zwischen gekreuzten 
Nicols in jeder Lage dunkel®), ebenso wie senkrecht zur Achse geschnittene 
Platten eimachsiger Kristalle, und sie zeigen auch die gleichen Interferenz- 
figuren im konvergenten Licht wie solche Kristallplatten. Daraus mut 
man schlieBen, dab in den homédotropen Gebieten (Lehmann bezeichnet 
sie als ,,pseudoisotrop’, Vorlander als ,,einachsig aufgerichtet’') die Mole- 
kiile mit der optischen Achse senkrecht zur Glaswand orientiert sind. 
Friedel nennt diese Schichten daher auch ,,plages normales**, Normal- 


schichten. 


') Kine Abbildung einer solchen Schicht im parallelen polarisierten Licht 
bringen z. B. G. u. Ki. Friedel, ZS. f. Kristallogr. 79, 1, 1931, ~ 4, 
*) Ch. Mauguin, C. R. 151, 886, 1910. — %) G.u. E. Friedel, a. a. O., Fig. 6. 
— *) H. Zocher u. V. Birstein, ZS. f. phys. Chem. (A) 142, 113, aes. Fig. 1. 
~ °) Vollstiindige Dunkelheit ist natiirlich nur bei kleiner Apertur zu beob- 
achten; bei wachsender Apertur tritt zunehmende Aufhellung ein. Durch dieses 
Verhalten unterscheiden sich die homéotropen Gebiete von amorph-isotropen 
Gebieten. 
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Schichten, in welchen sich die Molekilrichtung beim Fortsehreiten 
in Riehtung der Plattennormalen findert, hat Mauguin') durch Ver- 
schieben bzw. Verdrehen des Deckglases gegeniiber dem Objekttriger 
bei Kristallpseudomorphosen hergestellt. Seine Beobachtungen fabt er 
dahin zusammen, dai der Ubergang von der Lage der optischen Achse 
am Objekttriger zu der Lage am Deckglas durch die Schicht hindurch 


immer stetig erfolet. 


Nach emer von Zocher?) geiuberten Vermutung kénnen einfache 
nematische Strukturen mit Richtungsinderung in Richtung der Platten- 
normalen auch spontan entstehen. Den bei p-Acetoxybenzalazin neben 
homdotropen Gebieten auftretenden Gebieten, die auch im parallelen 
Licht doppelbrechend erschemen, schrieb er die folgende Struktur zu. An 
den beiden Grenzflichen sind die Molekiile wie in homodotropen Gebieten 
senkrecht zur Glaswand orientiert, in der Mitte der Schicht liegen sie aber 
zu den Wanden parallel; die Richtungsiinderung vom Rand zur Mitte hin 
erfolet stetig. Diese Gebiete sind von homdotropen Gebieten stets durch eine 
scharfe Trennungslinie abgegrenzt, welche mit einer Phasengrenze Ahnlich- 
keit besitzt, und zeigen die Tendenz sich zusammenzuziehen, wihrend 
die homéotropen Gebiete sich entsprechend ausdehnen, Gebiete des gleichen 
Charakters sind offensichtlich auch schon von Friedel®) bei Dibenzal- 
benzidin und von Vorlinder*) bei p-N-dimethylaminobenzal-1l-amino- 
naphthalin-4-azobenzoesiure-iithylester beobachtet worden. Auch die von 
Tropper®) an Priiparaten von p-Acetoxybenzalazin beschriebenen ,,Gebiete 
zweiter Art diirften Merher gehéren, obwohl Tropper angibt, dab sich 


die ..Gebiete zweiter Art’ ausdehnen. 


2. Problenstellung. Ein Ziel dieser Untersuchung war es, die oben 
dargestellte Hypothese Zochers iiber die Struktur der doppelbrechenden 
Gebiete in nematischen Schichten von p-Acetoxybenzalazin durch Beob- 
achtung solcher Gebiete im konvergenten polarisierten Licht zu priifen 
und auch allzemein die Interferenzfiguren einfach deformierter Gebiete zu 
ermitteln. Als einfach deformierte Gebiete werden hier diejenigen Gebiete 
bezeichnet, in denen die Molekiilrichtung nur lings einer Koordinate vartiert ; 
im folgenden werden nur solche einfache Strukturen behandelt, in welchen 


alle Molekiile das gleiche Azimut besitzen, und in denen der Winkel zwischen 


') Ch. Mauguin, Bull. de Soe. fr. de Mineralogie 34, 71, 1911. 
-*) H. Zocher, Kolloid-ZS. 75, 161, 1936. 3) G. Friedel, a. a. QO. 
8S. 358. — *) D. Vorlinder, Trans. Faraday Soc. 29, 909, 1933. 
®) H. Tropper, Ann. d. Phys. (5) 30, 371, 1937. 


36 * 
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Molekiilrichtung und Plattennormale vom Abstand von der Wand al 
hangt!). 

Gleichzeitig sollten auch die Interferenzfiguren von homdotrope 
Gebieten bei méglichst groben Schichtdicken ermittelt und quantitati 
ausgewertet werden, um so die einwandfreie Entscheidung zu erméglicher 
ob die Orientierung der Molekiile sich von einer Wand bis zur andere: 
erstreckt, oder ob sie auf diinne Randschichten beschriinkt ist. Obwoh 
namlich schon Mauguin?) gezeigt hatte, dab in nematischen Kristal! 
pseudomorphosen von p-Azoxyphenetol die Molekiile auch bei Schicht 
dicken von 0,16 mm in der ganzen Tiefe der Schicht parallel zu den Wander 
orientiert sind, gingen Ornstein und andere Vertreter der Schwarmtheoric 
vielfach von der Annahme aus, daf die Orientierung der nematischen Sub- 
stanzen auf wenige Hundertstel mm dicke Randschichten an den Glas- 
platten besehriinkt ist, wihrend der innere Teil der Schicht durch rein 
statistische Verteilung der Achsenrichtungen der Molekiilsecbwiirme  iso- 
trop ist’). 

So hat kirzlich Tropper (a. a. QO.) erklairt, dab in den homdotropen 
Gebieten (Tropper bezeichnet sie als ,,Gebiete erster Art‘) in 0,5 mm 
dicken nematischen Schichten von p-Acetoxybenzalazin ein weitgehender 
Zerfall in Molekiilschwirme unregelmabiger Orientierung vorliegt, so dab 
das ganze Gebiet statistisch isotrop erscheint. Die Doppelbrechung der 
schon erwihnten Gebiete zweiter Art deutet er — gleichfalls im Sinne der 
Schwarmtheorie — durch die Hypothese diinner orientierter Randschichten. 
Firth und Sitte*) vertreten in einer theoretischen Untersuchung, die 
zum Teil auf den Versuchsergebnissen Troppers beruht, die gleichen An- 
schauungen, stiitzen aber ihre Annahmen nur auf allgemeine Uberlegungen 
und verzichten auf eine experimentelle Priifung, die durch Beobachtung 


im konvergenten polarisierten Licht einfach und eindeutig durchfiihrbar ist. 


3. Versuchsanordnung. Die Substanzen wurden in Schichten_ ver- 
schiedenster Dicke unter einem Polarisationsmikroskop im parallelen und 
konvergenten weiben sowie auch monochromatischen Licht beobachtet. 
Zu Untersuchungen bei hoherer Temperatur wurde der Mikroschmelz- 
apparat nach Kofler und Hilbeck (C. Reichert, Wien) verwendet, 


') Ideal sind solche Strukturen nie realisiert, jedoch lassen sich leicht 
Gebiete finden, die fiir die Untersuchung im konvergenten Licht groB genug 
sind, und in denen die oben formulierten Bedingungen mit hinreichender Ge- 
nauigkeit erfiillt sind. — *) Ch. Mauguin, C. R. 151, 886, 1910. — *) Vgl. 
z. B. L.S. Ornstein, Kolloid-ZS. 69, 137, 1934. — 4) R. Fiirth u. K. Sitte. 
Ann. d. Phys. (5) 30, 388, 1937. 
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wobei in den Heiztisch oberhalb des Priaparates noch ein seitlich an- 
liegendes, zentral durchbohrtes Kupferblech eingelegt wurde. Diese Vor- 
richtung verbessert die Temperaturkonstanz in dicken Priparaten wesent- 
lich und vermindert auch die Sublimation an die Glasplatte des Heiz- 


tisches, die sonst bei lingerer Beobachtung sehr stOrend wirkt. 


Die Herstellung dickerer Priiparate geschah in folgender Weise. Von 
einem Objekttriiger wurde em annihernd quadratisches Stiick abgeschnitten 
und an zwei parallele Seiten dieser Platte je ein oder zwei schmale Streifen 
eines Deckglischens oder Objekttriigers mit Silberchlorid angekittet. Iese 
Vorrichtung bildete, auf emen Objekttriger gelegt, eme planparallele, an 
zwei Seiten offene Kiivette, in welche die zu untersuchende Substanz im 


veschmolzenen Zustand einflieBen gelassen wurde. 


Zur Auswertung der Interferenzfiguren mubte fiir einige Substanzen 
einer der Brechungsexponenten bestimmt werden. Zu diesem Zweck wurde 
eine Abiinderung der ,,Methode der senkrechten Inzidenz*") ausgearbeitet, 
die es gestattet, ber Verwendung des Mikroschmelztisches Messungen 
auch bei héherer Temperatur und an sehr geringen Substanzmengen durch- 
zufiihren. Abnlich wie oben beschrieben, wurde durch Ankitten eines un- 
gefihr lim dicken Glasstreifens an die kiirzere Kante emer 5 * 7 mm 
sroben Glasplatte und Auflegen auf einen Objekttriiger eine Keilkiivette 
hergestellt, die mit der zu untersuchenden Substanz gefiillt eine bestimmte 
Ablenkung des senkrecht in den Objekttrager eimtretenden Lichtes bewirkt. 
Das Bild emes in der unteren Brennebene des Beleuchtungskondensors 
angebrachten feinen Drahtes, das unter Benutzung der Bertrandschen 
Hilfslinse sichtbar ist, erfihrt durch die keilfOrmige Schicht eine Ver- 
schiebung, die mit guter Anniiherung zu n — 1 proportional ist. Der Pro- 
portionalititsfaktor wurde durch Eichung mit Fliissigkeiten bekannter 
Brechung bestimmt. Es wurden nur Substanzen untersucht, deren Molekiile 
sich im nematischen Zustand senkrecht zum Glas orientieren, man erhilt 


in diesem Falle den Brechungsindex fiir den ordentlichen Lichtstrahl. 


4. Lie Orienterung nematischer Substanzen an Grenzfldchen. Beob- 
achtungen im parallelen polarisierten Licht. Die Strukturen nematischer 
Schichten sind einerseits durch die Tendenz der Molekiile bestimmt, mut 
den Nachbarmolekiilen médglichst kleme Winkel eimzuschlieben diese 
Tendenz findet thre mathematische Formulierung in den Oseenschen 


Differentialgleichungen — andererseits dureh die Orientierung an den 


') F. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, 16. Aufl... 5. 287. 
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Grenzflichen — die in der mathematischen Darstellung durch die Rand 
bedingungen formuliert wird. Am haufigsten hat man mit folgenden Grenz 
flichen zu tun: Nematische Substanz— Glas, nematische Substanz— Luf 
und nematische Phase—amorphe Phase der gleichen Substanz. Zur Kenn 
zeichnune der Orientierung an Grenzflichen werden die Abkiirzungen 
eingefiihrt: N-Flichen fir Flichen, an denen die Molekiile senkrecht 
orientiert sind, und P-Flichen fiir Grenzflichen, an denen die Molekiile 
parallel liegen. Auberdem werden noch die Abkiirzungen N-Gebiete und 


P-Gebiete fiir homogene Gebiete verwendet, in denen die Molekiile durchwegs 





. \ 
“ A 4 ‘ 
. . . 
\ 
. 
Nicol- 
stellung 
5 b c d 


Fig.1. Mikroaufnahmen einer unterkiihlten nematischen Schicht von 1-Anisalaminonaphthalin- 
4-azobenzoesiureathylester im parallelen polarisierten Licht. Aufnahme a und b bei gekreuzten 
Nicols, Aufnahme e¢ und d nur mit Analysator. In Aufnahme a erscheint das homiotrope 
Gebiet (N-Gebiet) dunkel, das doppelbrechende Gebiet (V-P-N-Gebiet) hell. Die Molekiile des 
N-P-N-Gebietes liegen zur Schwingungsebene des Nicols in Aufnahme c parallel. 


normal bzw. parallel zu den Wanden orientiert sind. N-Flichen bilden viele 
nematische Substanzen an Glasplatten, und zwar besonders leicht, wenn 
diese Platten vorher griindlich mit Saéure behandelt worden sind; P-Flichen 
bilden sich ebenfalls an Glas, vorzugsweise an alkalibehandeltem. Auch 
die Grenzflichen an Luft und an der amorphen Phase sind meist 
P-Flichen!). 

Im folgenden werden hauptsichlich die Erscheinungen an Schichten 
zwischen parallelen Glasplatten, an denen die Molekiile senkrecht orientiert 


sind, also Strukturen zwischen parallelen N-Flichen besprochen. Bei 


') Bei manchen Substanzen ist die Orientierung an Grenzflichen von der 
Temperatur abhiingig, was von Friedel (a. a. O., S. 357) bei Anisal-p-amino- 
azotoluol und im Verlaufe der vorliegenden Untersuchung z. B. bei dem oben 
genannten roten Azofarbstoff an der Grenzfliche nematisch—Luft beobachtet 
wurde. Auch geringe Mengen von Verunreinigungen beeinflussen die Orien- 
tierung, vgl. z. B. V. Zwetkoff, Acta phys. chem. U. R.S. 5. 6, 865, 1937. 
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Sschichtdicken bis zu 0.2 mm bildet vielfach die ganze Schicht ein einheit- 
iches, zwischen gekreuzten Nicols dunkles, N-Gebiet: oft treten aber auch 
doppelbrechende Gebiete auf, die von den N-Gebieten durch scharfe 
Linien getrennt sind (vgl. Fig. 1) und sich mehr oder weniger rasch zusamimien- 
ziehen und verschwinden. Bei manchen Substanzen, wie z. B. bei p-Athoxy- 
benzalamino -%-methylzimtsiiuredthylester, ziehen sich = die — doppel- 
brechenden Gebiete so blitzschnell zusammen, dali man sie nach dem 
Ubergang aus dem amorphen in den nematischen Zustand nur durch wenige 
Sekunden beobachten kann. Bei dem schon erwihnten p-Acetoxybenzal- 
azin und anderen Substanzen sind diese Strukturen manchmal bestiaindiger 
und bleiben auch viertelstundenlang unverindert. Sehr geeignet zur Beob- 
achtung der geschilderten Gebiete ist der von Vorlinder hergestellte 
rote Azofarbstoff 1-Anisalamimonaphthalin-4-azobenzoesiiureidthylester, der 
sich im nematischen Zustand durch rasches Abkiihlen auf Zimmertemperatur 
unterkiihlen labt, worauf die Schichten dann ihre Struktur stundenlang 
unverindert beibehalten. 

Fig. 1 zeigt vier Mikrophotographien dieser Substanz. Aufnahme a 
und b wurden bei gekreuzten Nicols hergestellt: in a ist die Lage des Prii- 
parates sO gewahlt, dab das doppelbrechende Gebiet grobte Helhiekeit 
zeigt, seine Ausléschungsrichtungen schlieben also mit den Schwingungs- 
richtungen der Nicols Winkel von 45° ein; in b sind die beiden Nicols um 
45° gegen a gedreht. Die Ausléschungsrichtungen des doppelbrechenden 
Gebietes fallen jetzt mit den Schwingungsrichtungen der Nicols zusammen, 
und das Gebiet erscheint ebenso dunkel wie das N-Gebiet. Bei den weiteren 
Aufnahmen wurde der starke Dichroismus der Substanz zur Erkennung 
der Molekilrichtung verwertet. Die Substanz ist positiv dichroitisch, 
d. h. sie absorbiert Licht, das in der Richtung der Liingsachse des Molekiils 
schwingt, sehr stark, und Licht, dessen Schwingungsrichtung senkrecht zur 
optischen Achse ist, nur wenig. Wenn man nur durch emen Nicol beobachtet, 
erscheinen daher die Normalgebiete bei jeder Stellung des Praparates hell; 
die anderen Gebiete sind dunkel, wenn der Nicol der Molekilrichtung 
parallel ist (Fig. 1, Aufn. ¢) und ebenso hell wie die N-Gebiete bei der dazu 
senkrechten Nicolstellung (Aufn. d). Die Trennungslinien zwischen beiden 
Gebieten sind in allen vier Aufnahmen deutlich zu erkennen. Die Konturen 
des doppelbrechenden Gebietes setzen sich vorzugsweise aus konkaven 
Kreisbégen zusammen: man erkennt daran die Tendenz dieses Gebietes 
zur Kontraktion. 

Bei groben Schichtdicken (0,5 bis 1mm) erhailt man auch zwischen 


N-Flichen zuniichst nur sehr komplizierte Strukturen mit vielen Dis- 








536 H. Zocher und G, Ungar, 


kontinuititshnien und Richtungsiinderung nach jeder Richtung cd 
Raumes. Ein Teil der Faden lost sich mit der Zeit spontan auf, andere, di 
zu metastabilen Strukturen gehéren, lassen sich zum Verschwinden bringen 
indem man durch schwache Erschiitterungen des Priiparates (Klopfen 
die mechanische Energie zufiihrt, die notwendig ist, um die metastabil 
Struktur in eime einfachere iiberzufiihren. So kann man schlieblich aue} 
in tmm dicken Sehichten von p-Acetoxybenzalazin und anderen Sub- 
stanzen!) N-Gebiete und doppelbrechende Gebiete einheitlicher Aus- 
léschung erhalten, die das ganze Gesichtsfeld des Mikroskopes einnehmen 
und daher zur Beobachtung der Interferenzfiguren im konvergenten Licht 


geelgnet sind. 


Im Verlaufe der Untersuchung von dickeren Schichten von p-Acetoxy- 


benzalazin zeigte sich, daf in einzelnen doppelbrechenden Gebieten an der 


unteren Kiivettenwand eine diinne Schicht der amorphen Phase anliegt*). 


Da die Grenzfliche nematisch—amorph eine P-Fliche bildet, wihrend die 


obere Wand eine N-Fliche ist, mub man annehmen, dab in diesen Gebieten, 
die als P-N-Gebiete bezeichnet werden sollen, #, der Winkel zwischen 
Molekiilachse und Plattennormale, beim Fortschreiten von der unteren 
zur oberen Grenzfliche stetig von a2 bis auf Null abnimmt (vel. Fig. 2). 
Diese Hypothese konnte dureh die Beobachtungen im konvergenten Licht 
bestatigt werden, wie im folgenden noch eingehend dargestellt werden wird. 
Die anderen doppelbrechenden Gebiete besitzen die schon in der Einleitung 
beschriebene, von Zocher angenommene Struktur, wie sie in Fig. 2 dar- 
gestellt ist, sie sollen als N-P-N-Gebiete bezeichnet werden, denn sie be- 
stehen aus zwei symmetrisch zusammengesetzten P-N-Gebieten mit der 
Schichtmitte als Spiegelebene. Auch bei den N-P-N-Gebieten ist die an- 
genommene Struktur in Ubereinstimmung mit den beobachteten Inter- 
ferenzfiguren. 


5. Die mathematische Darstellung der Struktur der P-N-Gebiete mit 


Hilfe der Oseenschen Gleichungen. Nach Oseen?) ist die Energiedichte 


einer nematischen Struktur durch die Gleichung bestimmt 


E = K,,(t- rott? + K, [div t? + Kg [(t y) - tP, (1) 


1) Hier sei noch der p-Athoxybenzalamino-«-methylzimtsiureithylester 
erwihnt. — *) Diese Erscheinung ist dadurch verursacht, dali in den dicken, 
nur von der Unterseite geheizten Schichten ein ‘'emperaturgefiille auftritt. — 
8) C. W. Oseen, Die anisotropen Fliissigkeiten, Berlin 1929, S. 30. 
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Strukturen’, denn innerhalb grober Bereiche trifft mut guter Annihern 
die Voraussetzung zu, daf alle Molekiile einer Ebene parallel liegen (y, 
Fig. 1), und dai der Winkel # zwischen Molekiilrichtung und Platte: 
normale nur vom Abstand von der Wand abhingt. Legt man in ein soleh 
Gebiet ein orthogonales Koordinatensystem mit der z-Achse in Richtw 
der Plattennormale und mit der 2-2-bene parallel der Molekilrichtun 
dann hat der Richtungsvektor t nur die zwei Komponenten 


a sin #, ft. cos 


~- 


und ist von 2 und y unabhangig: 
ot ot 
—-=@ — 
Ox Oy 


Die Differentialgleichung dieses einfachen Deformationszustandes hat 


die Form 





d? er i ade df, . , _— ; 
—— (sin? #K,, + cos? #K.,.) + ( sin ? cos # (K,, — K..) 0. (2) 
dz 29 33 a 29 33 

Da fir die Zwecke dieser Untersuchung eine grobe Genauigkeit nicht er- 
forderlich ist, kann man sich mit der Anniherungslésung begniigen, die 
man in sehr einfacher Weise erhalt, wenn man wie Oseen in einem ahnilichen 


Falle’) Ky, — Kgg setzt®). Gleichung (2) geht dann in die Beziehung iiber 


d? J 


dz 


== 0, 


und man erhalt unter Beriicksichtigung der Randbedingungen an der 


Glasplatte 


z=d, = sd 
2 
1) C. W. Oseen, a.a.O., S. 43. — *) Bisher haben nur bei p-Azoxyanisol 
E. Burkert (Dissertation Prag 1936) und V. Zwetkoff (a. a. O.) die Werte 
aller drei Elastizititsmoduln bestimmt. Danach verhilt sich AK, zu Kg un- 
gefiihr wie 2: 1. 
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fur die Struktur der P-N-Gebiete die Gleichung 


9 uw 2 
y= -_——- (3) 
2 d 


Hier bedeutet d die Dicke der nematischen Schicht und : den Abstand von 
der oberen Kiivettenwand, an der die nematische Substanz anlieet. Fic. 2 
zeiet die durch Gleichung (3) dargestellte Richtungsverteilung sowie auch 
die Richtungsverteillung eines N-P-N-Gebietes, die durch svinmetrische 


Zusammensetzung zweier P-N-Gebiete konstruiert wurde. 


Auf die Tatsache, dab die N-P-N-Gebiete von benachbarten N-Ge- 
hieten stets durch scharfe Grenzen getrennt sind, ist schon mehrmals hin- 
gewiesen worden. Schon die genauere mikroskopische Untersuchung zeigt, 
daB es sich hier nicht um Grenzflichen handelt, die nur in der Projektion 
als Limen erscheinen, sondern um Unstetigkeitslinien. Bei starker Ver- 
sroBerung ist nimlich eine scharfe Grenze nur bei Einstellung auf die Mitte 
der Sehicht zu erkennen, bei Eimstellung auf die oberste oder unterste 
Randsechicht erscheint die Grenzlinie unscharf. Mit der Struktur soleher 
Unstetigkeitslinien, denen bekanntlich die nematischen Substanzen ihren 
Namen verdanken, haben sich u.a. Friedel (a.a.O.) und Zocher!') be- 
schiftigt. Den beschriebenen Grenzlinien wire im Sinne der von Friedel 
eingefiihrten Bezeichnungsweise das Symbol + 1 oder | zuzuordnen. 
Sei einem vollen Umlauf um einen solehen Faden iindert sich die Richtung 


der Molekiile in seiner Umgebung um 180°. 


6. Normalgebiete um konvergenten Lacht. Homdotrope Gebiete nemati- 
scher Schichten verhalten sich, wie schon erwihnt, auch im konvergenten 
polarisierten Licht wie senkrecht zur Achse geschnittene Platten einachsiger 
Kristalle; sie liefern bei gekreuzten Nicols das dunkle Kreuz mit Ringen, 
die in weibem Licht farbig, in monochromatischem Licht dunkel sind. 
Fig. 3 zeigt die Interferenzfiguren homéotroper Gebiete von zwei Schichten 
von p-Acetoxybenzalazin mit Schichtdicken von 0,45 mm (Aufnahme a) und 
1,00 mm (Aufnahme b). Die Aufnahmen wurden auf Agfa-[sochromplatten 
unter Verwendung eines Tartrazin-Kosinfilters hergestellt, das nur einen 
schmalen Spektralbereich mit dem Schwerpunkt bei 600 my. durchlibst. 
Die Apertur des Objektivs war sin 12°. Mit steigender Schichtdicke werden 


die Strukturen und damit die Interferenzfiguren immer empfindlicher 


') H. Zocher u. V. Birstein, a. a. O. 
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gegen Erschiitterungen; bei 1 mm-Schichten fiihren die Interferenzfigur 
auf den leisesten Anstob hin lebhafte Schwankungen aus. Bei Aufnahm: 
an dickeren Schichten mubten die Belichtungszeiten daher modglichst ku 


sewiihlt werden, so dali die Negative immer unterbelichtet waren'). 


Aus Fig. 3 ist erkennbar, dab bei gleichbleibender Apertur die Zab, 
der Ringe der Schichtdicke proportional ist (fiir d 0.45 mm drer Rings 
fiir d 1,00 mm sechs Ringe). Auch bei allen anderen untersuchten Gy 
bieten, bei den deformierten ebenso wie bei den homédotropen Strukturen, 


war die Zahl der Interferenzlinien der Sehichtdicke proportional. Aus 





Fig. 3. Interferenzfiguren im konvergenten polarisierten Licht von homéotropen Gebieten 
in zwei nematischen Schichten von p-Acetoxybenzalazin. Apertur 0,22, annaihernd monochro- 
matisches Licht 4 = 600mu. Schichtdicke bei Aufnahme a 0,45mm, bei Aufnahme b 1,00mm. 


diesem Verhalten kann man schlieben, da’ diese Strukturen die ganze 
Schichtdicke zwischen den beiden Grenzfliichen emnehmen; die Annahme 
einer statistisch isotropen Mittelschicht wiirde die ganz unwahrscheinliche 
Hypothese erfordern, dai die Dicke der orientierten Randschicht der ge- 
samiten Schichtdicke genau proportional ist. Die Unhaltbarkeit dieser 
Hypothese kann iiberdies an Hand des vorliegenden Versuchsmaterials 
nachgewlesen werden, indem man aus den Interferenzfiguren homdotroper 


Gebiete (z. B. aus den Aufnahmen Fig. 3) die Doppelbrechung berechnet 


1) Mit steigender Schichtdicke wachst iibrigens auch die stérende Wirkung 
von Staubteilchen, so daB es immer schwieriger wird, geniigend groBe, véllig 
unverzerrte Gebiete zu erhalten. 
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und sie mit den von Freédericksz und Zolina!’) erhaltenen Werten 
vergleicht, die durch Untersuchung nematischer Schichten in- starken 


magnetischen Feldern bestimmt wurden. 


Die Auswertung der Interferenzfiguren geschah mit Hilfe der bekannten 
Formel?) 


Q2nin, 2 


sin? a4, = h (4) 


(n? — n>)d 


fur die Kurven gleichen Gangunterschiedes bei einachsigen, senkrecht zur 
Achse geschnittenen Kristallplatten. In Gleichung (4) ist sin 7, der Radius 
des Ringes mit der Ordnungszahl h. Bei der Aufnahme der Interferenz- 
figuren in Fig.3 wurden die Priiparate bei einer Temperatur gehalten, 
die etwas iiber threm Kristallisationspunkt lag, also bei ungefaihr 160° %). 
Fir n, wurde der Wert 1,52 eingesetzt, der bei der gleichen Temperatur 
nach dem in Abschnitt 3 beschriebenen Verfahren bestimmt worden war. 
Die Werte fiir Schichtdicke und Wellenlinge waren fiir Aufnahme 8a, 
wie schon erwihnt, d = 0,45 mm und /Z = 600 mu; der Radius des dritten 
Ringes war sin ig = 0,220 = sin 12°40’. Unter Benutzung dieser Zahlen 
erhilt man aus Gleichung (4) fiir die Doppelbrechung des p-Acetoxybenzal- 


azins bei ungefaihr 160°4) den Wert n, — n, = 0,24. 


Da bei den Versuchen von Freéedericksz und Zolina das Magnetfeld 
zu den Glasplatten, zwischen denen sich die Substanz befand, parallel 
gerichtet war, konnte in Schichten von p-Acetoxybenzalazin, das sich ja 
an Glasplatten normal zu diesen einstellt, keine vollkommen emheitliche 
Orientierung erreicht werden. Immerhin war bei den héchsten angewendeten 
Feldstirken iiber 20000 Gaub der tiberwiegende Teil der Schicht 


') V. Freédericksz u. V. Zolina, ZS. f. Kristallogr. 79, 255, 1931. 
*) Vgl. z B. F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik, S$. 241, Leipzig- 


Berlin 1906. — *) Der Umwandlungspunkt fest-nematisch lag bei 185°, 
der Umwandlungspunkt nematisch-amorph bei 193°; beim Abkiihlen  trat 
infolge Unterkiihlung erst bei ungefihr 160° Kristallisation em. - *) Von 


einer genaueren Bestimmung der Versuchstemperatur wurde abgesehen, 
da nicht bekannt ist, mit welcher Genauigkeit die physikalischen Eigen- 
schaften verschiedener Priiparate bei gleicher absoluter 'emperatur iiberein- 
stimmen. Da die Umwandlungspunkte verschiedener Priiparate voneinander 
abweichen, wire es méglich, dab man zu Vergleichszwecken die ‘Temperatur- 
skala durch die Umwandlungspunkte festlegen mub (vgl. z. B. A. van 
Wyk, Ann. d. Phys. (5) 3, 890, 1929). Freédericksz und Zolina machen 
iibrigens keine Angaben iiber die Umwandlungspunkte ihres Praparates von 
p-Acetoxybenzalazin, es war aber bis unter 150° unterkiihlbar. Beim Tropper- 
schen Priparat lag der Umwandlungspunkt nematisch-amorph bei 188°. 
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praktisch vollkommen parallel dem Magnetfelde orientiert. Unter diese 
Versuchsbedingungen ergaben sich fiir die Doppelbrechung die Werte 0,24 
bei 159° und 0,235 bei 161°. Mit Riicksicht auf die gute Ubereinstimmune di 
Messungen an den spontan orientierten homédotropen Gebieten und a 
magnetisch orientierten nematischen Schichten kann man wohl die A) 
nahmen der Schwarmtheorie als endgiiltig widerlegt ansehen, dab die Ter, 
peraturbewegung der Schwiirme die spontane Orientierung nematische) 
Schichten verhindert, und dab nur diimne Randschichten durch den Einflul 


der Winde orientiert sind. 


In diesem Zusammenhange moége die Frage der thermischen Schwan- 
kungen der Molekiile baw. gréberer Molekiilkomplexe kurz gestreift werden. 
Die homéotropen Gebiete, von denen die Aufnahmen in Fig. 3 stammen, 
zeigten im parallelen polarisierten Licht das durch die Temperaturbeweguny 
hervorgerufene Flimmern sehr deutlich'), ebenso wie auch alle anderen 
nematischen Schichten mit Ausnahme der auf Zimmertemperatur unter- 
kiithlten Schichten des Anisalaminonaphthalinazobenzoesiureithylesters. 
Aus den oben geschilderten Eigenschaften der Interferenzfiguren geht hervor, 
dal es sich bei diesen thermischen Schwankungen um Pendelbewegungen 
handelt, deren Amplitude relativ gering ist, und deren — zeitlich unveriinder- 
liche — Mittellage die durch die Struktur fiir den betrachteten Ort vor- 
geschriebene Molekilrichtung ist. Bei Strukturbetrachtungen kann daher 
der EinflubB der thermischen Schwankungen in weitgehender Niherung 


vernachliissigt werden. 


7. Deformierte Gebiete im konvergenten polarisierten Licht. Man kann 
leicht berechnen, was fiir Kurven gleichen Gangunterschiedes P-N-Struk- 
turen liefern sollten, wie sie durch Gleichung (8) bzw. Fig. 2 dargestellt 
sind. Es ist daher méglich, durch Vergleich der theoretisch abgeleiteten 
Kurven mit den beobachteten Interferenzfiguren zu priifen, ob die doppel- 
brechenden Gebiete nematischer Schichten in Wirklichkeit die oben ab- 
geleiteten Strukturen besitzen. Die Beobachtung der Interferenzfiguren 
von deformierten Gebieten ist allerdings schon wegen threr geringeren 
Bestiindigkeit (besonders bei P-N-Gebieten) schwieriger als bei N-Gebieten. 
Auberdem sind die deformierten Gebiete auch noch wesentlich empfindlicher 


gegen Erschiitterungen als die Normalgebiete. An nicht unterkiihlten 


') Das Funkeln erscheint iibrigens bei gekreuzten Nicols etwas auffallender, 
wenn das Priiparat nicht ganz scharf eingestellt ist; das diirfte davon herriihren, 
da der Durchmesser der hellen bzw. dunklen Flecken mit der Entfernung von 
der Scharfeinstellung wiichst. 
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nematischen Sehichten konnten die Interferenzfiguren deformierter Ge- 
biete daher wohl beobachtet, aber wegen threr starken Schwankungen 
weder photographiert noch ausgemessen werden. Bei den stark unter- 
kiihlten Schichten des Azofarbstoffes wurden die Interferenzfiguren von 
N-P-N-Gebieten und anderen deformierten Gebieten  photographiert ; 
P-N-Gebiete kommen bei unterkiihlten Schichten naturgemab nicht vor. 

An dicken Schichten von p-Acetoxybenzalazin konnten mehrmals 
cut ausgebildete Interferenzfiguren von P-N-Gebieten beobachtet werden. 


Sie zeigen das gleiche Aussehen wie die Interferenzfiguren von Platten 





a b 
Fig. 4. Interferenztiguren im konvergenten polarisierten Licht der beiden Gebiete 


von Fig. 1. Aufnahme a doppelbrechendes Gebiet (.\-P-N-Gebiet), Aufnahme b 
homdotropes Gebiet (V-Gebiet). Schichtdicke 38 u, Apertur 0.82, 4 = 577 ma. 


eines elmachsigen Kristalls, die unter 45° zur Achse geschnitten sind (vgl. 
zB. Pockels, ava.O., Tafel 1, Fig. 3). Dementsprechend liefern die 
N-P-N-Gebiete die Interferenzfiguren emes Zwillings aus zwei derartigen 
Platten (vgl. zB. Poekels a.a. QO. Tafel IIT, Fig. 1). Fig. 4a zeigt eine 
Aufnahme im konvergenten Licht!) von einem N-P-N-Gebiet in einer 
0,038 mm dicken Sehicht von Anisalaminonaphthalinazobenzoesiureiithyl- 
ester bei einer Apertur von sin 55° 30° = 0,82. Zu Vergleichszwecken ist 
auch eine Aufnahme an einem homdotropen Gebiet der gleichen Schicht 
wiedergegeben (Fig. 4b). 

Manche doppelbrechenden Gebiete liefern auch die Interferenzfiguren 


von ZAwillingslamellen mit geringerer Neigung zur Achse. Hier handelt 


') Als Lichtquelle diente hier eine Quecksilberlampe mit vorgeschaltetem 
ZeiBschen Filter fiir die gelbe Hg-Linie. 
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es sich offenbar um N-Gebiete die durch Strémung der Substanz schwac 
deformiert sind. Zum Unterschied von den N-P-N-Gebieten sind hier 4d) 
Molekiile in der Mitte der Schicht senkrecht zu den Wanden orientier 
# nimmt also von der Wand gegen die Schichtmitte hin zunichst zu, durch 
schreitet ein Maximum, dessen Wert von der Starke der Deformatio, 
abhingt, und sinkt dann wieder bis auf Null. Derartige Interferenzfigurer, 
die besonders gut bei unterkiihlten Schichten zu beobachten sind, hat schon 
Vorlinder?) beschrieben; er fihrte ihr Auftreten nicht auf kontinuierlich: 
Deformation, sondern auf Knickung von homéotropen Strukturen zuriick. 


Die Ableitung der Kurven gleichen Gangunterschiedes wurde unter 
Verwendung der Pockelsschen Gleichungen?) fiir emachsige Kristallplatten 
durchgefiihrt. Danach sind die Kurven gleichen Gangunterschiedes fiir 
optisch einachsige Kristallplatten durch die Formel bestimmt 

0-4 d 


= { sin? # + sin? r (cos? % — sin*® # cos* £) 
Ne. — No cos rT 





— sinrcosrsin2? sin fl. ()) 


Hier ist 6 der Gangunterschied zwischen dem ordentlichen und auberordent- 
lichen Lichtstrahl, € das Azimut des betrachteten Lichtstrahles und r der 
Winkel, den der Lichtstrahl mit der Mikroskopachse einschliebt. @% ist 
die Neigung der optischen Achse des Kristalls zur Plattennormalen. 


Bei der Betrachtung von P-N-Gebieten, in denen # ja nicht konstant, 
sondern nach Gleichung (83) dem Abstand von der Wand proportional ist, 


mui man an Stelle von Gleichung (5) die Gleichung ansetzen 


d 

0 x , 1] F e . 

————-__ = {sin? + sin? r (cos*  — sin? 2 cos? £) 
nm —M cosr, 

0 





— sin cosrsin2# sin f} dz. (5’) 


Wenn man hier z entsprechend Gleichung (3) durch # ausdriickt und dann 
integriert, erhalt man die Beziehung 
b-A d ' 
v 1. 6’) 


er ae. ce 
——— /] + sin‘rsin* € ——sinrcosr sin Cf: 
Nn, — No 2cos r x 


1) D. Vorlinder, Ber. d. D. Chem. Ges. 41, 2051, 1905. — #) F. Pockels, 
a.a.QO., S. 241. 
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Gleichung (6’) stellt die Kurven gleichen Gangunterschiedes von 
P-N-Gebieten dar; sie unterscheidet sich nur wenig von der entsprechenden 


Formel fiir Kristallplatten mit einer Neigung von 45° zur Achse 


O-2 d ail, atti ; — 
a ——- {1 + sin’ rsin®? £ — 2sinrcosrsin 5}, (6) 
n, — MN, 2ecosr 
die man erhalt, wenn man in Gleichung (5) 7 45° setzt. 


Da die experimentell beobachteten Interferenzfiguren von P-N-Ge- 
bieten, wie schon erwihnt, tatsichlich den Interferenzfiguren von Kalkspat- 
platten mit 45° Neigung zur Achse sehr ahnlich sind, und auch die N-P-N- 
Gebiete im konvergenten polarisierten Licht die gleichen Bilder liefern wie 
Kalkspatzwillingsplatten mit 45° Neigung zu den Achsen, mul} man an- 
nehmen, dab Gleichung (8) und Fig. 2 die Struktur dieser zwei Arten 
einfach deformierter Gebiete mit guter Anniherung darstellen. Ein quanti- 
tativer Vergleich der Interferenzfiguren mit den abgeleiteten Gleichungen 
wire sehr erwiinscht, dazu miibte man aber nicht nur die Interferenzfiguren 
von P-N-Gebieten genau ausmessen kénnen, sondern auch das Verhiiltnis 
der Elastizititsmoduln der untersuchten nematischen Substanz kennen 


und in die Differentialgleichung der Struktur einsetzen. 


8. Der Gangunterschied parallelen, senkrecht einjallenden Lichtes in 
N-P-N-Gelneten; Vergleich zwischen Experiment und Theorie. Wenn man 
welbes paralleles Licht, das bei gekreuzten Nicols durch eine doppelbrechende 
Schicht durchgegangen ist, spektral zerlegt, beobachtet man im Spektrum 
dunkle Interferenzlinien. Der Abstand dieser Linien hingt vom Gang- 
unterschied zwischen dem ordentlichen und dem auberordentlichen Licht- 
strahl ab, den die doppelbrechende Schicht bewirkt. Bei Kristallplatten, 
die parallel zur optischen Achse geschnitten sind, ist der Gangunterschied 0 


bei senkrechtem Durchgang des Lichtes 


Die Gangdifferenz, die einer bestimmten Interferenzlinie von der Wellen- 
lange A, entspricht, sei 6,.. Die benachbarte Interferenzlinie mit der Wellen- 


linge A, hat dann die Gangdifferenz 6, = 6, + 1. Durch Einsetzen dieser 


') Gleichung (7) erhilt man aus Gleichung (5), wenn man / 0 und 
r = 90° setzt. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110. 37 
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Wertepaare in Gleichung (7) und Subtraktion des einen Ausdruckes vom 


anderen findet man dann die Beziehung 


2 1 
d(n, — N,) (+ — A — |, (8) 
A, A, 
Wenn man in Gleichung (6) r = 90° setzt, ergibt sich, da die Gang- 


differenz in emem P-N-Gebiet nur halb so grob ist wie in einer paralle! 
zur Achse geschnittenen Kristallplatte, so dai hier an Stelle von Glei- 
chung (7) bzw. Gleichung (8) die Formeln treten 

d (n, — N,) 


= 9 (7’) 





> 


d | 1 . 
— (%- — p) o- — -) — |], (8’) 
”) 
— Ay Ay 


und 


An verschiedenen P-N- und N-P-N-Gebieten in dicken Schichten 
von p-Acetoxybenzalazin wurde der Abstand der Interferenzlinien im 
Spektrum bestimmt und in Ubereinstimmung mit Gleichung (8’) gefunden. 
Zu diesen Messungen wurde ein Taschenspektroskop verwendet, und ihre 
Genauigkeit war gering. An einer Schicht von 1-Anisalaminonaphthalin- 
4-azobenzoesiiuredithylester wurden auch genaue Messungen mit Hilfe 
eines Monochromators durchgefiihrt. Da bei dieser Substanz, die nur den 
roten und gelben Teil des Spektrums durchlaBbt, die Doppelbrechung sehr 

stark von der Wellenlinge abhanet, 
Tabelle 1. muh man an Stelle von Gleichung (8) 


die Formel verwenden 





41n mt ” Ne — No n 


0 € 


d[{(n,—n,), (n— ve] 1 a 
. — ‘ 4) 
577 162 0,82 244 2L (A, A; 
590 1,61 0,79 2,40 
720 1,58 0,51 2,09 Der Brechungsindex des ordentlichen 


Lichtstrahles und die Doppelbrechung 
wurde fiir Natriumlicht, fiir die gelbe Quecksilberlinie und im roten Spektral- 
gebiet (unter Verwendung eines Filters mit dem Schwerpunkt bei 720 my) 
mit Hilfe der oben beschriebenen Methoden bestimmt. Bei emer Schicht- 
dicke von 0,012 mm lagen zwei benachbarte Interferenzlinien bei 624 
und 592 my. Durch Interpolation in Tabelle 1 findet man fiir diese Wellen- 
lingen die Werte der Doppelbrechung 0,72 bzw. 0,78. Setzt man diese 


Werte in Gleichung (9) ein, so erhalt man 


» 
) 


( 0,75 0,72 ) 


ees oe 0,99. 
0,592 0,624 
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Auch bei diesen Versuchen stimmt also die Theorie mit dem Experi- 
ment gut tiberein, und sie bilden daher weiteres Beweismaterial fiir die 
Richtigkeit der Anschauungen tiber die Struktur der doppelbrechenden 
Gebiete gewisser nematischer Schichten, wie sie in Absehnitt 4 und 5 dieser 


Untersuchung dargestellt wurden. 


Zusammenfassung. 


I. Das Aussehen nematischer Schichten im parallelen polarisierten 
Licht wird beschrieben, wobei verschiedene emfach deformierte Gebiete 
besondere Beriicksichtigung finden, in welchen das Azimut der Molekiile 
konstant ist und die Neigung der Molekiile gegeniiber der Plattennormalen 
nur vom Abstand von der Wand abhingt. Die Bezeichnung ,,einfach 
deformiert’ wird fiir alle Strukturen verwendet, in welchen die Molekiil- 


richtung nur lings emer Koordinate vartert. 


2. Es werden photographische Aufnahmen der Interferenzfiguren im 
konvergenten polarisierten Licht von homdotropen Gebieten in nematischen 
Schichten von 0.45 und 1,00 mm Dicke wiedergegeben, und durch Aus- 
wertung dieser Figuren wird der Beweis erbracht, dali die zu den Wanden 
normale Orientierung der Molekiile sich durch die ganze Tiefe der Schicht 
von einer Wand bis zur anderen erstreckt. Die thermischen Schwankungen 


kOnnen bei Strukturbetrachtungen vernachlissigt werden. 


3. Fir zwei Arten von einfach deformierten Gebieten wird mit Hilfe 
der Oseenschen Differentialgleichungen die Struktur mathematisch dar- 
gestellt. In den als P-N-Gebiete bezeichneten Strukturen, in’ welchen 
die Molekiile an der einen Grenzfliche (nematische Substanz— Glas) normal 
zur Wand, an der anderen Grenzfliche (nematische Phase —amorphe Phase) 
parallel zu dieser orientiert sind, ist danach der Winkel zwischen Molekiil- 
achse und Plattennormale einfach proportional zum Abstand von der 
Grenzfliche. Die N-P-N-Gebiete, in welchen die Molekiile in beiden Rand- 
schichten senkrecht zu den Wanden, in der Mitte der Sehicht dagegen 
parallel zu den Wanden orientiert sind, kénnen als zwei symmetrisch zu- 


sammengesetzte P-N-Strukturen aufgefabt werden. 


4. Fir P-N-Gebiete werden die Kurven gleichen Gangunterschiedes 


aus der Richtungsverteilung der Molekiile abgeleitet. In Ubereinstimmung 


mit dem Experiment liefert die Ableitung eine Formel, die derjenigen 
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fiir die Kurven gleichen Gangunterschiedes von einachsigen Kristallplatte: 
mit einer Neigung von 45° zur Achse sehr ahnlich ist. Dementsprechend 
liefern N-P-N-Gebiete im konvergenten polarisierten Licht die gleicher 
Interferenzfiguren wie Kalkspatzwillingsplatten mit 45° Neigung zu de: 


Achsen. 


5. Durch spektrale Zerlegung des bei gekreuzten Nicols durch P-N- 
und N-P-N-Gebiete senkrecht hindurchgegangenen Lichtes und Bestin- 
mung der Wellenlinge der Interferenzstreifen im Spektrum wird eine weiter 


Bestitigung der Struktur dieser Gebiete erbracht. 


Prag, Institut fir physikalische Chemie und Elektrochemie der Deut- 
schen Technischen Hochschule, Juli 1938. 
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Druckeffekt in der Magnesiumhydridbande bei 4 2590 A. 
Von Arnold Guntseh in Stockholm. 


Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 4. Juni 1938.) 


Es wurde die Magnesiumhydridbande bei / 2590 A im Druckbogen auf- 

genommen, wobei in Emission etwa doppelt soviel Linien beobachtet wurden, 

als friiher in Absorption erhalten worden waren. Die Bande erscheint nur bei 

héheren Drucken und zwar von etwa 400mm an. Die Rotationskonstante / 
gibt der Bande ihr charakteristisches Aussehen. 


Friher hat Grundstrém!)?) tiber eme bei 2 = 2590A_ gelegene 
Bande des Magnesiumhydrids berichtet. Diese Bande war in Absorption 
mit Hilfe eines Vakuumofens erhalten worden. Die von Grundstrém 
ausgefiihrte Analyse ergab, dal die Bande einem #2 — ?2-Ubergang 
entsprach, wobei der Endzustand derselbe war wie fiir die griinen Magnesium- 
hydridbanden. Bei meinen Untersuchungen iiber das Bandenspektrum des 
Magnesiumbydrids hat es sich jedoch gezeigt, dab diese Bande bei Auf- 
nahmen in demselben Gebiet weder in der Emission eines Geibler-Rohrs 
noch in der eines Bogens erhalten werden konnte. Diese Aufnahmen waren 
aber alle bei einem Wasserstoffdruck von nur einigen Millimetern Queck- 
silber ausgefiihrt worden. Da also ein so eigentiimliches Verhaltnis vorhanden 
war, dab die Bande bei medrigen Drucken nur in Absorption auftrat, 
erschien es wichtig, eine Untersuchung der Bande in Emission bei héheren 
Drucken auszufiihren. 

Die Aufnahmen wurden mit einem groben Quarzspektrographen ge- 
macht. Als Lichtquelle diente ein Druckbogen, der von einem 38000 Volt 
Gleichstromgenerator gespeist wurde. Die giinstigste Stromstirke war 
0,8 Amp. War nimlich die Stromstirke héher, so entstand bei den hohen 
Drucken ein kontinuierliches Spektrum, das sich dem Bandenspektrum 
iiberlagerte. Der Wasserstoffdruck betrug 3 Atm. Bei allen diesen Auf- 
nahmen hatte die Bande das aus der Figur ersichtliche Aussehen. Charak- 
teristisch fiir diese Bande ist, daB sich der R-Zweig bei 2 = 2590 A zu einer 
Kante zusammenzieht, sich aber dann nicht umkehrt, sondern sich auf 
der anderen Seite der Kante wieder forsetzt. Dadurch entsteht die aus 


der Figur zu ersehende Anhiufung von 10 Bandenlinien. Der P-Zweig 


1) B. Grundstrém, Nature 137, 108, 1936. — *) B. Grundstrém, Diss, 
Stockholm, 1936. 
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zieht sich auch zu einer Kante zusammen, die jedoch nicht ganz ausgebild, 
ist. In der T'abelle sind die Bandenlinien eingetragen. Die daraus berechnete 
Konstanten sind fiir den neuen Anfangszustand: 

B= 5,44, em}, 

1D) 271-10 em", 

I 8.6-10-8em-}, 

Yo —= 38455 em - 


Diese Konstanten stimmen gut mit den von Grundstrém!) gegebenen 
iiberein. Da er aber die Bande in Absorption nur bis 2 (16) und P (18) erhalten 


hat, konnte er die Rotationskonstante F nicht berechnen. Jedoch gibt 


256,04 2591 ZEU0A 
| | | 








in Absorption erhasten 


Fig. 1. Die Bande bei hohem Druek. 


eran, dab die letzten Bandenlinien etwas aus dem regelmaibigen Linienverlauf 
herausfallen. Dies ist dem EinfluB des F-Terms zuzuschreiben, der der 
Bande thr charakteristisches Aussehen verleiht. Beriicksichtigt man nur die 
B-Werte, so folgt aus der gewohnlichen zuerst von Heurlinger angegebenen 
; B’ + BY” 

Forme! (A Kopt — — 917° — BY), 


also mitten in der Linienhiufung, liegen sollte. Der F-Term ist aber grok 


), dali} der Bandenkopf etwa bei 2 (18), 


und positiv, so dab diejenigen Bandenlinien, bei denen sich der F-Term 
bemerkbar macht, eine Verschiebung nach Violett hin erfahren. Die Violett- 
verschiebung ist so gro, dab die R-Linien bei dem Bandenkopf nicht 
umkehren, sondern sich weiter fortsetzen. Beim P-Zweig macht sich diese 
Violettverschiebung in der Weise bemerkbar, dab die genannten Banden- 
linien sich nicht, wie zu erwarten war, in regelmaibiger Weise immer mehr 
voneinander entfernen, sondern sich zu einer Kante zusammenziehen, 
wie schon oben bemerkt wurde. Kiirzlich hat auch Grundstr6m2?) aihnliche 


Verhiltnisse bei InH beobachtet. 


') Was den D)-Wert betrifft ist zu bemerken, daB sich in der Arbeit von 
Grundstrém ein Druckfehler eingeschlichen hat, indem der D-Wert mit 


2,58- 10-° statt mit 2,58- 10-* angegeben wird. Dasselbe gilt fiir den v,-Wert, 
wo statt 38495 em— zu lesen ist 38485 em—'. — ?) B. Grundstrém, Nature 


141. 555, 1938. 
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Tabelle 1. Die ?2*—*2L-Bande bei 4 2590 A, 





K R(K) P(K) kK RK) Pik) 
l 38 506.2 38 473.5 19 * 38 185.5 
? 517.4 459.3 20) * 167.5 
3 22,6 448,7 21 * 149.6 
4 532,7 434.0 22 * 132.1 
5 542.2 423,1 23 38 606.4 116.1 
6 548, 1 407.5 24 612.1 099.7 
7 554.8 392.7 25 617.8 O86,2 
8 560.7 377.1 26 624,1 073,2 
4 566.4 361,1 27 631.4 061.6 

10 571.7 345.1 28 641.0 049.8 

11 575.0 330.4 29 649.2 041.7 

12 579.8 310.3 30 659.7 033.0 

13 * 2935 31 H69.7 026.1 

14 * 275.6 32 679.0 

15 * 2A86 33 693, 1 

16 * 240.8 34 7055 

17 . 221,5 35 717.3 

18 * 203.4 





Die * bezeichneten Linien bilden die Linienanhiufung im J?-Zweig. 


Nach kiirzeren Wellenlingen hin liegt, wie aus der Figur zu ersehen 
ist, bei A — 2576 A eine Kante. Grundstrém nimmt an, dab diese Kante 
von einer | 1-Bande herriihrt. Da diese Kante ein sehr verschwommenes 
Aussehen hat, wurde versucht, sie durch besondere Aufnahmen aufzulésen. 
Ks gelang zwar, einige in der Kante befindliche Linien auszumessen, jedoch 
war es unmdglich, diese mit solehen Linien zu kombinieren, die benachbarten 
Bandenserien angehoren. 

Da hier der interessante Fall vorlag, dab die Bande in Emission bei 
medrigen Drucken gar nicht erscheint, sondern erst bei héheren Drucken 
hervortritt, wurde nach dem Grenzdruck gesucht, bei welchem die Bande zum 
Vorschein kommt. Aufnahmen wurden deshalb bei Wasserstoffdrucken 
von einigen Millimetern bis zu 5 Atm. ausgefiihrt. Dabei bildete das Auftreten 
der starken Linienanhiufung im R-Zweig ein zuverlissiges Zeichen fiir das 
Vorhandensein der Bande. Diese Linienanhiufung und damit die ersten 
Zeichen dieser Bande traten bei emem Druck von 400 mm auf: bei hOheren 
Drucken entwickelte sie sich rasch und war bei etwa 500 mm vollstindig 
ausgebildet. Auch wenn der Druck bedeutend gesteigert wurde, erschienen 
keine neuen Linien. Es wurde in diesem Zusammenhang durch geeignete 
Aufnahmen gezeigt, daB das Auftreten der Bande von der besonderen Art 


der Erregung im Bogen bestimmt wird, von dem Druck des Wasserstoffs 


aber unabhiingig ist, der nur fiir die Hydridbildung vorhanden sein mub. 
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Der Bogen wurde bei diesem Versuch zuerst mit 200 mm Wasserstoff wy 

dann mit 350mm Stickstoff gefiillt. Die Aufnahme zeigte, dab auch | 

diesem Falle die Bande mit voller Intensitaét hervortrat. Der Wasserstof! 

druck ist also fiir die Erregung der Bande an sich nicht mabgebend, da b 

Abwesenheit anderer Gase die Bande selbst bei emem Druck von 200 m) 

Wasserstoff nicht zum Vorschein kommt. Bestimmend ist allen der in 
Bogen herrschende Gesamtdruck und die durch diesen Druck verursacht: 
Krregungsart im Bogen. Das Versechwinden der Bande bei niedrigen Drucke: 
kann in Ubereinstimmung mit den von Olsson!) bei AlH und CaH er 
haltenen Ergebnissen gedeutet werden. Bei niedrigen Drucken reicht di: 
Klektronenanregung im Bogen nicht dazu aus, den oberen priidissozilerten 
Zustand auszufiillen, so dab eine beobachtbare Strahlung zustande kommen 
kann. In Absorption dagegen ist bei den niedrigen Drucken eine thermische 
Emission vorhanden. Die Temperatur im Vakuumofen von 1400° C ist 
jedoch zu niedrig, als daf{ die ganze Bande ‘hervortreten kénnte, sondern 
reicht nur dazu aus, etwa die Halfte der Bande zu erregen. Wird dagegen 
in Emission der Druck gesteigert, so setzt bei 400 mm die thermische Emission 
ein. Bei noch héheren Drucken steigt dann die Temperatur rasch an und 
die Emission ist bei 550 mm so stark, dab sich die Bande vollstindig ent- 
wickelt. 

Die Untersuchungen werden weiter fortgesetzt. 


An dieser Stelle méchte ich Herrn Professor E. Hulthén meinen 
herzlichen Dank fiir sein stetes Interesse und seine wertvollen Ratschlige 


aussprechen. 


Stockholm, Physikalisches Institut der Universitit. 


') KE. Olsson, ZS. f. Phys. 104, 402, 1937. 
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Messungen wtber die an Prallnetzen ausgelosten 
Sekundarelektronen. 


Von Max Sandhagen in Hamburg. 


Mit 13 Abbildungen. (Eingegangen am 6. Juli 1938.) 


\{n einem feinmaschigen Metallnetz, das sich zwischen zwei auf variabler 
Spannung liegenden Lochblenden befindet, werden Untersuchungen tiber die 
\usbeute und Verteilung der durch einen Primiirstrahl ausgelésten Sekundiir- 
elektronen angestellt. Durch Verindern des Netzdurchmessers wird getrennt 
der EinfluB von Saug- und Bremsfeld auf die Bahnen der Sekundiirelektronen, 
die z. T. seitlich am Netzrand vorbeifliegen, ermittelt. Der aufgestellte Giite- 
grad eines Prallnetzes erweist sich bei den benutzten verschiedenen Industrie- 
netzen unabhingig vom Drahtmaterial als nahezu konstant, aber als klein im 
Verhiltnis zu dem massiver Platten. Auf Grund dessen werden Verwendungs- 
méglichkeiten von kleinen Platten fiir Sekundiirelektronenvervielfacher 
besprochen. 


1. Ziel der Untersuchung. Bei emem Prallnetzverstirker treffen die 
an einer Photokathode ausgelésten Elektronen auf das erste mebrerer 
hintereinander angeordneter Netze, das zur Erreichung eines Photo- 
elektronen-Sittigungsstromes auf einem Potential von mindestens 100 Volt 
gegeniiber der Kathode liegt. Sie lésen dort eine in bezug auf den Primir- 
strahl mehrfache Menge an Sekundirelektronen (S-E) aus, die dann auf 
das zweite, um die Stufenspannung von etwa 60 Volt positivere Netz 
gelangen und hier wiederum ein Vielfaches ihrerselbst an S-E auslésen usw. 
Es liegt somit jedes Prallnetz, abgesehen vom ersten und letzten, im elek- 
trischen Wirkungsbereich der vor und hinter ihm liegenden Netze, d. h. die 
ausgelésten S-E stehen gleichzeitig unter dem Einflub eines Saug- und 
Bremsfeldes (auch Zug- und Druckfeld genannt). Nun ist bekannt, dab 
ein Hochvakuum-Doppelweg-Gleichrichter, bei dem ein Glihkathoden- 
draht in der Mitte zwischen zwei parallelen Anodenebenen gespannt ist, 
nicht arbeitet, da das Druckfeld die Wirkung des Zugfeldes kompensiert. 
Da zu vermuten ist, dafi an einem Prallnetz eine iihnliche Wirkung auftritt 
und es als unzweckmibig erscheint, von der Gesamtverstérkung') auf den 
Mechanismus einer Einzelstufe zu schhieBen, sollen die Teidvorgdnge an einem 
einzelnen Netz untersucht werden. 


') Georg Weiss, Fernsehen und Tonfilm Nr.6, 5.41, 7. Jahrg., Jum 
1936; W. Kluge, O. Beyer und H. Steyskal, ZS. f. techn. Phys. Heft 8, 
S. 219, 18. Jahrg., 1937. 


a7* 
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Fiir ein Einzelnetz wird der auf dies hinbewegte Elektronenschwari, 
als relativer Primirstrahl anzusehen sein. Von diesem lést ein Teil dure}, 
Aufprall auf die Metalloberfliche je nach seiner Geschwindigkeit eine ganz 
bestimmte Menge S-E aus, und zwar vorwiegend an der zur Kathode ge- 
wandten vorderen Netzfliche. Der iibrige Teil gelangt als Reststrom 
ungehindert durch die Maschen auf das nichstfolgende Prallnetz. Die so 
ausgelésten S-E werden nun infolge des vorliegenden Saugfeldes mehr oder 
weniger stark durch die Maschen hindurch auf das niichstfolgende Netz 
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Fig. 1. a) Primiarstrahlengang. b) Schaltschema. 


A Auffiinger; B,, Ba, Bl Lochblenden; M,, Mj. Magnetspulen; H,, H» Richtung 
der Magnetfelder; N Netz; ZA Zuganode;: Sch Schutzkifig. 


gezogen. Sie bilden also mit dem vorher erwihnten Reststrom zusammen 
den relativen Primirstrom der niéichstfolgenden Stufe, womit sich der Vor- 
gang wiederholt. Die daraus sich ergebenden Geschwindigkeitsunterschiede 
vom Betrag der Stufenspannung der auf ein einzelnes Netz treffenden 
Elektronen machen die Resultate uniibersichtlich und werden deshalb in 


den nachfolgenden Versuchen vermieden. 


Zur Untersuchung der mengenmifigen Verteilung der ausgelésten S-E. 
in Abhingigkeit von den verschiedenartig eingestellten Spannungsdifferenzen 
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zwischen dem Prallnetz und den ihr benachbarten Netzen ist die in Fig. 1 
angedeutete Apparatur verwendet worden. 

2. Versuchsanordnung. Gang der Messungen. Fehlerquellen. Das zu 
untersuchende Netz N befindet sich zwischen zwei 8mm _ voneinander 
entfernten Lochblenden B, und Bg, an die unmittelbar oder iiber Potentio- 
meter unabhingig voneinander willkiirliche Spannungsdifferenzen Up, 
und Up, gegen N gelegt werden kénnen. In bezug auf die elektrische 
Feldverteilung wirken B, und B, annihernd wie zwei dem Netz N benach- 
barte Prallnetze. _ Der Primiarstrahl entstammt einer indirekt geheizten 
Kathode, die in tiblicher Weise von einem Wehnelt-Zylinder umgeben ist. 
Der Emissionsstrom durchliuft zunichst eine an die Zuganode ZA ge- 
legte Spannung U,, die bei den orientierenden Vorversuchen zwischen 
400 und 2000 Volt geiaindert, bei den iibrigen Messungen auf 600 Volt kon- 
stant gehalten wurde. Auferdem kann bei den ersten im 4. Abs. erwihnten 
Untersuchungen das Netz durch eine Schwenkvorrichtung zeitweilig aus 
dem Strahlengang entfernt werden. Die Elektronen kénnen dann, durch 
zwei kurze eisengekapselte Magnetspulen (17, und /, mit den Feldern H, 
und H,) gebiindelt, ohne anzustoBben durch die Blenden Bil, B, und B, 
hindurchfliegen, um am anderen Ende der Roéhre in den Auffinger A zu 
gelangen, und zwar durch folgende Mafnahme (Fig. 1b). Der zunichst 
erst schwach zusammengefaBte Elektronenstrom erzeugt auf der mit Leucht- 
substanz versehenen Vorderseite von $, einen kreisringférmigen Leucht- 
fleck. Durch gleichzeitiges Richten und Verstiirken des Magnetfeldes H, 
bis zum gleichmafigen Verschwinden des Leuchtflecks wird das AnstoBen 
der Elektronen vermieden, und zwar bei gréStméglichem Strahlquerschnitt 
(Ajo = 4—5mm) in der Prallnetzebene. Die Abbildungsebene selbst liegt 
dann hinter By. Beim Variieren der Zusatzspannung U,, und der damit 
verbundenen Anderung der Elektronengeschwindigkeit zwischen ZA und B, 
verschiebt sich die Abbildungsebene und bewirkt eine Anderung des wir- 
kenden Strahlquerschnitts. Dies wird durch den Einbau der Blende Bl 
vermieden, die wie die Zuganode auf dem Potential U, liegt, denn die 
Zusatzspannung U,, greift durch diese nur wenig durch. Es ist also 
zwischen ZA und Bl elektrisch annihernd ein feldfreier Raum geschaffen, 
d. h. eine konstante Elektronengeschwindigkeit im Wirkungsbereich der 
Magnetspule ./, erreicht. Die Form des Auffiingers ist als Kegel mit 
kleinem Offnungswinkel ausgebildet, um einen Riickstrom elastisch reflek- 
tierter Elektronen méglichst zu unterbinden. Er besitzt auferdem eine 
mit Leuchtsubstanz versehene Lochplatte, die eine Ausrichtung der 
Magnetspule M, gestattet. Die Innenwand der Glasréhre ist zum Schutz 
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stérender Wandaufladungen mit einem Wolfram-Netzzylinder Sch aus- 
gelegt. Schutzkifig, Auffiinger, Prallnetz, Zuganode und Blende BI liegen 
auf dem gleichen Potential U,. Siamtliche Elektroden sind getrennt aus 
der Réhre herausgefiihrt, um die zu- oder abflieBenden Stromanteile ge- 
trennt messen zu kOnnen. 

Bei zunichst aus dem Strahlengang herausgeschwenktem Netz wird 
der Primarstrom J,, 1m Auffanger ermittelt und seine Konstanz wihrend 
der Messung tiberwacht. Ferner werden die Fehlerstréme an den Blenden B, 
und By, in Abhiingigkeit der Zusatzspannungen (z. B. U,, bis zu 1500 Volt 
bei U, = 600 Volt) gemessen. Nach dem Einschwenken des Netzes erhiilt 
der Auffanger nur noch den Anteil J, der ungehindert durch die Maschen 
von N hindurehfliegenden Elektronen. Die Differenz J, — J, = Jy, 
ergibt also den Teil der tatsichlich auf das Netz aufprallenden Elektronen. 
Es wird aber an N infolge der mehr oder weniger stark abgesaugten, an N 
ausgelésten S-E nur der Stromanteil J, gemessen. Ferner kénnen die 
Teilstréme Jp Jp, J,,, sowie alle anderen Stréme nacheinander mit 
einem Siemens-Galvanometer (1 Skt. = 1,83-10-7 A) ermittelt werden. 
Durch ein zweites gleiches Instrument wird besonders bei fest eingebautem 
Prallnetz dauernd die Primaremission als Summe der Teilstréme J, = Jy, 
+d, +Jy+d, tiberwacht. In dieser Summe ist also der etwaig an 
der Zuganode auftretende Fehlerstrom nicht einbegriffen. 

Bei simtlichen graphischen Darstellungen werden die innerhalb der 
Roéhre auf eine Elektrode hinfliegenden Elektronenstréme als positiv, ent- 
sprechend alle wegfliegenden als negativ bezeichnet und dargestellt. 

Von den Fehlerméglichkeiten der Versuchsanordnung sind zuniichst 
die Isolationsstréme zu erwihnen, die sowohl innerhalb als auch auberhalb 
der Réhre von den auf Anodenpotential legenden Zusatzbatterien und 
deren Potentiometer zur geerdeten Kathode flieben. Ihre Beseitigung 
(unter 1°, der zu messenden Stréme) wird durch lange Glaswege zwischen 
den einzelnen Elektroden (RingquetschfuB) und durch eine gute Isolation 
des gesamten Aufbaus erzielt. Eime weitere Schwierigkeit, die Krreichung 
einer konstanten Emission in Anbetracht der kleinen auftretenden Stréme, 
wird durch eine gut regelbare, indirekt geheizte Kathode erzielt. Die 
Konstanz wird auberdem bei jedem MeBwert kontrolliert, um bei geringen 
Schwankungen durch eine empfindliche Wehnelt-Regulierung augenblicklich 
wieder hergestellt zu werden. Dagegen nicht vollkommen zu vermeiden 
sind die auftretenden gestreuten Elektronen. Diese lésen vor allem an den 
Blenden B, und B, 8-E aus, die entweder auf eine andere relativ positivere 
Elektrode fliegen oder aber auf dieselbe zuriick miissen infolge abnehmender 
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Nachbarpotentiale. Die dadurch auftretenden Fehlerstréme werden fiir 
die einzelnen Elektroden in Abhiingigkeit der angelegten Zusatzspannungen 
von Zeit zu Zeit durch emen Leerlaufversuch, d. h. bei ausgebautem oder 


ausgeschwenktem Netz ermittelt und in Anrechnung gebracht. 





3. Untersuchungsmaterial. —Ermiidungserscheinungen. Als Unter- 
suchungsmaterial stehen die aus der Industrie bezogenen, in nachstehender 
Tabelle angefiihrten Netze zur Verfiigung. Rs 

Tabelle. 

Nr. | Material d MZ Pos J N Jp 
l Aluminium ..... 9,3 1 250 55 % 58 % 
2 | ee ae ee 4,0 3 200 41,5 44 
3 ee ok Gs & & « 6,2 3 450 60 64 
4 PS: ¢ %& as «> & % 3,8 3 650 41 46 
5 a 4,8 7 200 65 68 
6 V2A-Stahl ..... 3,0 12 500 56 63 


(Die letzte Spalte wird erst im 5. und 6. Absatz besprochen.) 

Die darin angegebenen Konstanten haben folgende Bedeutung: 

MZ = Maschenzahl /em?. 

F,, = wirksame Fliche in Prozent, d.h. der prozentuale Anteil der 
senkrecht projizierten Metallfliche zur Gesamtfliche des Netzes. 
d = Drahtdurchmesser in 10-? mm. 

Die Netze werden lediglich vor dem Einbau durch Auflegen auf ein 
blankes bis zur Rotglut erhitztes Blech erwirmt, um die schidlichen etwaig 
an der Oberfliche gebildeten Schwefelverbindungen zu zerst6éren. Vor In- 
betriebnahme wird die auch wiaihrend der Dauer der Messungen an eine 
Hochvakuumapparatur angeschlossene Réhre etwa 3 Stunden lang auf 
400° C ausgeheizt. Die so behandelten Netze Nr. 1 und 5 ergeben bei den 
ersten im 4. Absatz ausgefiihrten Messungen verhaltnismabig konstante und 
hohe S-Em-Faktoren. Als dann aus technischen Griinden bei den weiteren 
Reinmetallnetzuntersuchungen eine Schliffréhre benutzt werden mu und 
damit stérende Fettdimpfe auftreten und gleichzeitig der Ausheizprozel 
unterbleibt, zeigen die wie oben behandelten Netze nur geringe und 
inkonstante S-Emissionen verbunden mit betrichtlichen Ermiidungs- 
erscheinungen. Die daraufhin vorgenommene Herabsetzung der spezifischen 
Belastung von 5 auf 1 uA/mm? reicht immer noch nicht aus, die Ober- 
flichenauflockerungen zu vermeiden, wie an den Anlauffarben bei aus- 
vebauten Netzen zu erkennen ist. Lediglich durch die MaBbnahme, dal das 


Netz 24 Stunden vor der Messung ins Hochvakuum gebracht wird, kénnen 
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die erwihnten Erscheinungen wenn auch nicht restlos beseitigt, so doc! 
innerhalb gewisser Grenzen gehalten werden. Fig. 2 zeigt das Absinke: 
des S-EKm-Faktors zweier Ag-Netze Nr.5 in Abhangigkeit von der Be 
lastungsdauer bei gleicher spezifischer Belastung. Diese Tatsache fiihri 
zu dem Entschlub, die zu untersuchenden Netzeigenschaften unabhingi: 
von dem absoluten 8-Em-Faktor, d. h. also auch frei vom EinfluB des Netz- 


drahtmaterials darzustellen, wie dies spiiter genauer ausgefiihrt wird. 
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Fig. 2. Ermiidungskurven von zwei Ag-Netzen Nr. 5, 
spez. Belastung 6 - 10-2 W/em?, U,, = 600 Volt. 


4. Verteilung der an der Vorderseite und innerhalb der Maschen des 
Prallnetzes ausgelisten S-E. Nachweis der Raumladung durch Glithfaden- 
versuch. Das Prallnetz wird zu diesem Zweck in einer sogenannten Symmetrie- 
schaltung untersucht, d.h. durch stets gleich grobe Zusatzspannungen 
(U;,, Us.) wird erreicht, da das Potential von N als Bezugspunkt aus- 
gerechnet nach beiden Seiten gleichmaBig ansteigt oder abfallt. Trifft nun 
ein Elektronenschwarm auf das Drahtgeflecht eines solchen Prallnetzes, 
so wird, abgesehen von den ungehindert hindurchfliegenden, der grote 
Teil in die vordere Halite der Maschendrihte eindringen oder daran elastisch 
reflektiert werden. Die austretenden S-E miissen, falls sich keine Raum- 
ladung ausbildet, schon bei wenigen Volt positiver Zusatzspannung an der 
Blende B, einen Sattigungsstrom liefern. Ein nur kleiner Anteil des Primar- 
strahls wird bei sehr schiefer bis streifender Inzidenz entweder in die Ober- 
fliche eindringen, oder aber mit mehr oder weniger grobem Geschwindigkeits- 
verlust gestreut weiterfliegen. Dadurch werden auch zwischen den Maschen 
S-E ausgelést, die zum Teil auf die Blende B, gelangen und dort erst bei 
hédheren Zugspannungen einen Sattigungsstrom liefern, wie das nachfolgende 
Experiment zeigt. Die an B, und By gelegten gleich groben Spannungsdiffe- 
renzen gegeniiber N werden von negativen nach positiven Werten stetig 
wachsend verindert und als Abszisse in den Fig. 3 und 4 aufgetragen. Die 
Ordinaten darin enthalten die reduzierten Elektronenstréme (J, , J,,, Jy 
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und J ,) gemessen an den entsprechenden Elektroden (B,, By, N und A). Fiir 
die Reduktion der Stréme sind zwei Kinheiten gewiihlt, die sich bei den 
Untersuchungen iiber Prallnetze als zweckmiabig erwiesen haben. Als Kinheit 
fir den MaBstab I gilt der wirksame auf das Netz aufprallende Primiir- 
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Fig. 3. Al-Netz Nr. 1 in Symmetrieschaltung. (Up, = Up,)- 


stromanteil J, welcher durch die Differenz J, —Jp, ausgedrickt ist. 
Bei MaBstab II ist der Gesamtstrom J, als Einheit genommen. 
So bedeutet im Diagramm z. B. J, 


t auf B, 
fir den Mafstab I: btzom ue : 


Jr _ Jy 
Strom auf B, 





, 


fir den MaBstab II: 
Jr 


Bei Betrachtung der einzelnen Kurven, wie sie sich z. B. in Fig. 3 bei 
der Untersuchung eines Al-Netzes Nr. 1 ergeben, iiberrascht zunichst der 
nicht auf der Abszissenachse, sondern ganz im Negativen verlaufende Strom- 
anteil J;, fiir negative Spannungswerte U,, und U,, . Dieser Befund labt sich 
wohl so erkliren. Die beim Aufprall auf das Netz elastisch reflektierten Elek- 
tronen treffen mit fast unverminderter Primiirgeschwindigkeit (U, == 600Volt) 
auf die Blende B, (V2A-Stahl) auf und lésen dort mehr als 100°, 8-E aus, 
die alle auf das in bezug auf B, jetzt positivere Netz gelangen. Damit im Zu- 
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sammenhang steht auch der fiir kleine positive Spannungswerte von U,, und 
Up, iiber seinen Siattigungswert hinausragende Verlauf von J 2, Ein Teil dei 
oben erwihnten an B, ausgelésten S-E kann vermége seiner Anfangsge- 
schwindigkeit an dem wegen der Schwenkbewegung nur klein ausgefiihrten, 
in diesem Falle relativ negativem Netz vorbei zur Blende B, gelangen. Dies: 
Stérungen lassen sich dadurch beseitigen, daB man die zum Netz gewandte 
Seite der Blende B, mit einer aus Campher entwickelten Rubschicht (S-Em- 
Faktor < 1) versieht. Dies zeigt eine an einem Silbernetz Nr. 5 durchgefithrte 
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Fig. 4. Ag-Netz Nr.5 in Symmetrieschaltung. Blende B, mit Rufschicht. 


und in Fig. 4 dargestellte Messung. Der hier positiv auftretende konstante 
Strom Jp, (U,., — Uy, 0) gibt unmittelbar den Anteil der elastisch 
reflektierten Primirelektronen an. Beim weiteren Verlauf dieser Kurve ist 
das erst bei héheren Spannungswerten (U, > 15 Volt) erfolgende Uber- 
gehen in einen Sittigungswert ein Hinweis fiir die am Netz sich ausbildende 
Raumladung. Die Kurve wird zu diesem Zweck verglichen mit der in 
Fig. 5 dargestellten Charakteristik eines 9 mm langen zwischen den beiden 
Lochblenden eingebauten Gliihfadens bei gleichem Sattigungsstrom als 
Summe der an beiden Blenden gemessenen Teilemissionsstréme. Dieser 
Faden ist zur Schaffung moéglichst iibereinstimmender Verhaltnisse zwischen 
den Hialften eines in der Mitte aufgetrennten Netzes angebracht. Beriick- 
sichtigt man dabei neben der gréberen Anfangsgeschwindigkeit der S-E 
die verschiedene Liinge des emittierenden Drahtes, die bei einem Kathoden- 
strahlquerschnitt von 4 bis 5mm Durchmesser ungefihr in folgendem 


Verhiltnis zueinander stehen: 


Lepr: Len ; Loon — : 























Messungen iiber die an Prallnetzen ausgelésten Sekundiirelektronen. 561 


so findet man eine gute Ubereinstimmung der entsprechenden Kurven 
(vel. aa’, b—>b'’, cc’). AuBerdem erkennt man an dem Verlauf der 
S-Emissionskurve oberhalb des Nullpunktes im Gegensatz zur Gliihfaden- 
charakteristik die bedeutend gréBere Anfangsgeschwindigzkeit der S-K. Die 
iibrigen Kurven der Fig. 3 und 4 zeigen den erwarteten Verlauf. .J/,, stellt 
den bei stetigem Verindern der Zusatzspannungen doch ziemlich konstanten 
Anteil der ungehindert hindurchfliegenden Primiirelektronen dar. Seine 
GréBe indert sich mit den Netzkonstanten und ist bei den Messungen stets 
kleiner als 1 — F#’; denn die tatsichlich zur Wirkung kommende Fliche 
fir den verwendeten schwach 


140;- 
konvergenten Elektronenstrahl commen 


pA c 
, =o =~ 120 
ist grOber als die fiir senkrechten , 
Kinfall und paralleles Strahlen- “ rd 
a eae oe : 
biindel defimerte Gribe F, we Pi 
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Tabelle im 8. Absatz). Der Netz- a 

strom J, nimmt fiir negative — 9 Ps “a 
Zusatzspannungen, da_ simt- Se eae OC TT 
liche S-E wieder auf das Netz ° 9 % % 4 5% @ 7 & M% MV 
zuriick miissen, positive Werte Fig. 5. Raumladekurven eines Gliihdrahtes 


. bei verschiedener Heizung. u= U'p Up. 
an, deren maximaler Betrag . By = “By 


fir etwa Up, U, = — 50 Volt den Anteil der am Netz tat- 
sichlich zur Wirkung kommenden Primiarelektronen darstellt, also Jy 
vermindert um den Teil der elastisch reflektierten Elektronen. Beim 
stetigen Ubergang vom Bremsfeld zum Saugfeld wechselt dann die 
J,-Kurve vom Positiven zum Negativen iiber. Stellt man fir jeden 
Abszissenwert die Summe der beiden Blendenstréme als Kurve J, dar 
J,= Jp, + J»), so bedeutet der Sattigungswert J, (siehe Fig. 3 und 4), 
der bei Ux, = U,, = + 50 Volt als erreicht betrachtet wird, im Mafstab | 
den S-Em-Faktor des betreffenden Netzmaterials. 

Aus den im 2. Absatz angefiihrten Griinden wird dieser leicht zu be- 
stimmende Wert J, bei den weiteren Messungen als Ordinatenmalstab 
benutzt und damit Unabhingigkeit der Untersuchungen vom S-Em-Faktor 
des Netzdrahtmaterials erzielt. 

5. Beeinflussung des nach riickwdrts gehenden S-E-Stroms durch das 
Verhdltnis von wirkendem Strahiquerschnitt zur Netzfldche. Nachdem im 
vorigen Abschnitt die Verteilung festgestellt worden ist, soll jetzt das Durch- 
saugen der praktisch nur an der Vorderseite ausgelésten S-E auf das nachste 


Prallnetz bzw. auf die Blende By untersucht werden. Dabei werden nicht 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110. 38 





562 Max Sandhagen. 


wie bei der iblichen Verstirkerschaltung Saug- und Bremsspannung gleich- 
zeitig, sondern eine kontinuierlich und die andere nur zeitweilig als Para- 
meter geindert und umgekehrt, um somit den EinfluB des einzelnen Feldes 
getrennt zu bestimmen. Bei der an einem kleinen schwenkbaren Al-Nety 
Nr. 1 (@),~ 15 mm) durehgefiihrten Messung!) in Fig. 6 wird die Span- 


nung Up, stetig wachsend nach positiven Werten verindert, wiihrend das 








Bremsfeld als Spannungsparameter (U, = 0, — 20, — 50, ... Volt) in dic 
Kurven eingeht. Der an N ausgeléste und auf By gelangende S-E-Strom 
wird gemessen und als reduzierter Strom (J, = 1,0) eingetragen. Man 
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Fig. 6. MeBreihe an kleinem Al-Netz Nr. 1 (#;~ 15mm). U, = 600 Volt. 
Bremsfeld als Parameter. 
ersieht aus diesen Kurven, dai bei dem Parameter Up, 0 ein verhiiltnis- 
maBig starker Anstieg von J, bei wachsender positiver Spannung von B, 
elntritt und ein Siittigungswert erreicht wird, waihrend bei stirkerer negativer 
Vorspannung von />, der Anstieg der Kurven weit langsamer erfolgt. So ist 
beispielsweise der Strom J;,, bei der Vorspannung U;,, = — 50 Volt nur etwa 
halb so grob als bei Un, = 0 Volt, beide Werte gemessen bet der Blenden- 
spannung UU, = 100 Volt. Der Verlauf der Kurven scheint die in der vor- 
liegenden Einfiihrung gemachte Vermutung einer stérenden Uberlagerung 
von Bremsfeld und Saugfeld in der Ebene von N zu bestitigen. Demnach 
wiirde die 0-Kurve (I By = 0) des Stromes Jp, den durch das Netz gesaugten 
Anteil darstellen, der mit wachsendem Bremsfeld stark abnimmt. Die 
damit verbundene Vorstellung, daB durch die Wirkung des zunehmenden 
Bremsfeldes die S-E immer stirker auf das Netz zuriickgedriickt, ohne 
vom durchgreifenden Zugfeld erfabt zu werden, fiihrt zu dem Vorschlag, 
ein abschirmendes Hilfsnetz anzuwenden. Die hierzu angestellten Versuche 
mit eimem beruBten Hilfsnetz (WZ = 45, F,~ 5%), das zwischen B, 


') C. Hagen und M. Sandhagen, ZS. f. Phys. 107, 132, 1937. 
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und N unmittelbar vor dem Netz angeordnet ist, werden in einer Schliff- 
rohre durchgefiihrt. Die Netze sind nicht schwenkbar angeordnet und des- 
halb von gréberer Ausdehnung gewihlt. Die Messung zeigt, dal bei festen 
Blendenspannungen (Up, +- BOO, Up, — 200 Volt) ein méglichst groBer 
riuckwirtiger S-E-Strom dann eintritt, wenn die Hilfsnetzspannung in bezug 
auf N nicht wie vermutet wenige Volt positiv, sondern mindestens einige 
Volt negativ ist, d.h. also, dafB das Druckfeld wieder hergestellt wird. 
Der scheinbar schidliche Einflu®B des Druckfeldes bei einem kleinen Netz 
labt vermuten, dafi nur ein Teil der an der Vorderseite ausgelésten S-E 


durch die Maschen, ein anderer 

















Teil dagegen auberhalb am Tan 
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Kathodenstrahl-7}, = 4,5 mm) area My ee See. 


untersucht. Das Druckfeld 

wird stetig wachsend verindert (Up, 5 bis 200 Volt) und = in 
Fig. 7 als Abszisse aufgetragen, wihrend das Zugfeld als Spannungs- 
parameter (U, = 50, 100, 200, 400 Volt) auftritt. Als Ordinate ist der 
auf die Blende Bo gelangende Stromanteil J, mit dem im vorigen Absehnitt 
erwihnten J.-Wert als Einheit dargestellt. Das Diagramm zeigt zunichst, 
daf die einzelnen Stromkurven von threm Maximalwert, der bei Zug- 
spannungen iiber 200 Volt schon im Gebiet der Sattigung liegt, stark gerad- 
linig abfallen, um dann je nach der GréBe der Zugspannung mehr oder 
weniger langsam in die Abszissenachse zu enden. Dieser Kurvenverlaut 
laBt sich foleendermaBen erkliren. Herrscht zwischen Platte (bzw. Netz) N 
und Blende B, kein Potentialunterschied, so werden bei zunichst geringer 


Zugspannung U, alle die mit sehr klemem Winkel gegen die Oberflichen- 


normale und verhialtnismabig groBer Anfangsgeschwindigkeit austretenden 
PP : rn ? 
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S-E auf die Blende 6, gelangen. Mit wachsendem Zugfeld werden dai 
infoleze des Zunehmens der herumgreifenden Kraftlinien zunichst m 
solche mit relativ grobem und dann mit immer kleiner werdendem Austritt- 
winkel allmahlich auf parabelahnlichen Kurven zur Blende By gelange) 
Man erkennt dies in Fig. 8 an dem sehr schwachen Absinken des Stromes -/ , 
bei einem 10mm Ag-Netz Nr.5. Die bei einer Steigerung der Spannung U, 
neu hinzukommenden Elektronenbahnen miissen also immer schwiiehe 
gekriimmt sein und infolgedessen in einem immer gréBeren Abstand dure} 
die Netzebene fiihren. Eine Sattigung wird fiir diesen Fall nur bei beliebi: 
hohen Zugspannungen erreicht. Dagegen werden bei schwachem Druckfeld 
die schon ausgebildeten Elektronenbahnen etwas mehr gekriimmt und 


cleichzeitig die letzten genau senkrecht austretenden Elektronen erfabst. 
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Fig. 8. BremsfeldeintluB auf den Riickstrom nach der Blende B,. 
(Ag-Netz Nr.5 %, = 10mm.) 
also bel entsprechenden Spannungen eme Sattigung erreicht. Dab der 
oben erwaihnte Abstand der Elektronenbahnen beim Durchlaufen der Netz- 
ebene tatsachlich bis zu 10 mm betragen kann, zeigt die MeBreihe in Fig. 9. 
Bei konstant gehaltener FleckgréBe (7. = 4.5mm) wird die Ausdehnung 
des Netzes derart geaindert, dab nacheinander Netze mit verschiedenem 
Flachendurchmesser (7), = 7, 10, 18, 17, 20, 28mm) benutzt werden. Bei 
simtlichen Kurven der ersten fiinf Teildiagramme ((, = 7 bis 20 mm) 
erkennt man den seitlich vorbeifliegenden Stromanteil bei keinem oder 
kleinem Bremsfeld an den ausgesprochenen Maxima, deren Hohe bei ent- 
sprechendem Zugspannungsparameter (U’,, = 400 Volt) mit wachsendem 
Netzdurechmesser stark abnimmt. Dagegen bei 23 mm Durchmesser tritt 
dieser Anteil bei den hier gewahlten Abstinden tatsiachlich nicht mehr aut 
(6. Teildiagramm), d.h. das Netz gilt fiir jede Stufenspannung als ,,aus- 
gedehnt*. Mit weiterem Ansteigen des Bremsfeldes werden dann die Elek- 
tronenbahnen derart stark gekriimmt oder bildlich gesprochen nach der 


Mitte zusammengedriickt, dab ein immer gréBber werdender Anteil auf der 
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Die betreffenden Elektronen werden somuit wieder auf die 


Platte endigt. 


Platte zurackkommen, oder im Fall emes Netzes zum Teil durch die Maschen 



































i 


‘IN ZjJON-FYy Ue Usssoules 
























































; a nee [SIUJ[RGIIA UIBUIPO|YOSAVA leq YayuleplejsWMaig “6 “3 
_— — “5p - —"§p —< 7) 

Ee en ieee” 2 Q0f- NOLO 0@- 0S- 00L- 002- 
| za sig ia 
‘ | 
S 
. Rs oo a AOS, 008 _ ADF 008 
= = i cs 
te ee Ge i = 2, 
» | 90 Noon =" S0\\1 / A002 oon =" CAN // N00? 00n="% 
& y / / 
g WW oO, = WW oS, = v/ WW oh = 
& “D - YOO S/YOSADW if ay “D-H $ [YOU SID Jef PS) “D -Y2O/JYOdfSIIWL ef ° 
i WW £7= uw og= v Ww Z/ = 
Ss “ - UIYIO[{Z{ayy “ph - UaYID[{Zf{a)V “g - UBYIDO/{ZJaN 

01 <-—% ot <-—% or <—% 

NO O@— O§— __—O0— 002 NO O?- 0S~ _ O0l- 0Q2— NO 0?- 0S-  _ O0i—- 002- 
> ' | ig is 
& 
N 
% 
y AOS, 004 Aas. , MS Ob ___. 
> | = Sn Kz; 
EL oon="%p Yl Kove. 000="%) 2 Koon =" 
tai / if [ 
+) Y/ \W// ( / / / 
3 
> }| / / 
ry Q@ \ @ V/ 2 
Ss wMsh="p-yoayyoussouiiid  \|f WU Sh =" ~ YOO/4/YOU SAD ef \/ WU Gh =" - HOA 4/YOMSAOM Ie 
UU £4 = “gy - VaYIDUJZ {ANY " Wu OL = ‘g -vayrD[yZ4ay y J / Wu Z = “gy -vayI0Y4Z {ay 
0% othe! ined 








(l 





9, 10 


g. 7 


“) 


I 


den 
Die Maxima der J», -Kurven liegen fiir siimtliche Zug- 


in 


man 


Diese Vorstellung findet 


hindurch gelangen. 





cut bestatigt. 
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spannungsparameter U, unterhalb der Sittigungsspannung auf d 
Ordinatenachse, dagegen oberhalb, je nach dem mehr oder weniger starke 
Uberschreiten der Siittigungsspannung, bei geringen Bremsfeldwerte», 
Dies erkennt man besonders deutlich an der an einem kleinen Ag-Net 
Nr.5 (W,~6mm) durchgefiihrten, in Fig. 10 dargestellten Messung. Di. 
hier bei sehr hohen Zugspannungswerten wenig ausgepriigt ausfallende: 
Maxima zeigen, dab selbst bei Bremsfeldern bis zu — 100 Volt noch samt 
liche S-E seitlch vorbeifliegen. AuBerdem zeigt ein Vergleich der Fig. 7 
und 10 den weniger starken Abfall der Netzkurven bis zum Erreiche, 
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Fig. 10. Eintiu® des Bremsfeldes. (Ag-Netz Nr.5, #; = 6mm). 


eines konstanten, je nach Zugspannung verschieden hohen Wertes. Dann 
mub aber bei einem ausgedehnten Netz der Strom Jp, bel Up, = 0 den 
kleinsten Wert annehmen und bei zunehmendem Bremsfeld bis zum Betray 
der Anfangsgeschwindigkeit der S-E auf emen Wert ansteigen, der sich 
bei weiterer Bremsfelderhéhung nicht mehr wesentlich andert. Dies be- 
stitigt die Messung an einem Ag-Netz Nr.5 (@%, = 23mm) in Fig. 9. 

Das in diesem Abschnitt angefiihrte Kurvenmaterial zeigt, dai in 
Prallnetzverstirkern selbst bei Stufenspannungen von 400 Volt nur un- 
cetihr die Halfte der wirklich ausgelésten S-E ausgenutzt wird. Durch 
irgendwelche abschirmende Hilfsnetze eine gréBere Ausbeute zu erzielen, 
fiihrt zu negativen Resultaten, da die mehr gewonnenen, seitlich vorbet- 


fliegenden S-E direkt zur letzten Anode laufen und sich somit dem weiteren 
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Verstirkungsvorgang entziehen wiirden. Weiter erkennt man, dal bei einem 
Verhaltnis von Strahl- zu Netzdurchmesser 1, (hier z. B. 5 mm/10 mm) 
fir tblche Stufenspannungen von 60 Volt) (d. h. UU). - 60, 
Up, — 60 Volt) der Anteil der seitlich vorbeifliegenden S-E schon sehr 
vering ist. Wenn dieser Wert, der sich von Stufe zu Stufe allmiahlich ver- 
eréBert, erheblich iiberschritten wird, so wird eine zusitzliche Fokussierungs- 
einrichtung notwendig und damit das Anwendunesgebiet des Prallnetz- 


verstirkers stark beschrankt. Fig. 11 zeigt z. B. die entartete Charakteristik 
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Fig. 11. Charakteristik eines 
a) kleinen (7, = 6mm) 
b) ausgedehnten (%, = 23mm) 
Ag-Netzes Nr. 5in Verstirkerschaltung. u == Stufenspannung. 


eines klemen im Vergleich zu der eines ausgedehnten Netzes. Eine Abhilfe 
durch Bremsfelderhéhung zu erzielen, st6Bt auf technische Schwierigkeiten 
und wirde auberdem keme dem Spannungsaufwand — entsprechende 


oroBere Ausbeute liefern. 


6. EKinfluB von Maschenzahl und wirksamer Fliche auf die Giite eines 
Prallnetzes unabhingig von seiner Materiaibeschaffenheit. Da fir eine Unter- 
suchung tiber den Einfluf von WZ und FF nur wenige Industrienetze zur 
Verfiigung stehen, die auBerdem noch aus verschiedenem Material hergestellt 
sind, soll der Giitegrad eines Netzes unabhingig von seinem Material fest- 
gelegt werden. Zuniichst ist fiir die Ausbeute eines Prallnetzes mabgebend 


der prozentuale Anteil der tatsiichlich auf die Netzdrihte aufprallenden 


’ 


Primirelektronen, d. h. pf = — (wo Jy J, — J, ist) und zum anderen 


R 
EK 
das Verhaltnis der durchgesaugten zu den gesamt ausgelésten S-E, also 
J VN “Bo 


y = 2. Der Giitegrada = — 
3 VE “3 


von denen der erste bei fester Primirgeschwindigkeit eine reine Funktion 


ist also das Produkt zweier Quotienten, 
1 


der wirksamen Fliche ist und aus den gemessenen Groben J, und J 


R 
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ermittelt wird. Der zweite hangt lediglich von der Maschenzahl ab wnd 


bewirkt durch seinen Divisor J, die Materialunabhangigkeit. Er wird be 


stimmt durch Messung der Stréme J, bei Verstarkerschaltung und -/ 
bei Symmetrieschaltung. Da dieser Quotient von der Stufenspannun: 






































abhiingig ist, wird er fiir praktisch mimimal und maximal angewendet: 
Spannungen ermittelt. Beide Quotienten sowie der Giitegrad  selbsi 
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Fig.12. Giitegrad verschiedener Netze bei Verstirkerschaltung. 
Iy IR, 
uv = Stufenspannung, Giitegrad« = f-7 in ®/9, f= j= <- 
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verschiedener Netze sind in der Fig. 12 graphisch dargestellt. Ein Ver- 
‘ . ) . . ) J». ° > 
gleich zeigt, daB bei verschieden groBer Ausbeute y = 2 infolge des ent- 
« 
sprechend umgekehrten Verhaltens des ersten Quotienten / der Giitegrad 


der angefiihrten Netze ungefihr gleich groB ist. Dieses Resultat, gewonnen 


bei 600 Volt Primargeschwindigkeit, 
iiblichen Stufenspannungen noch zugunsten der Netze mit gréBerem F',, 


iindert sich beim Ubergang zu den 
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. J Vy . . - ° . ° oO ° 
da der Quotient — bei kleineren Geschwindigkeiten gréber wird. Auberdem 
JE 
erkennt man, dai der Giitegrad emer Prallnetzstufe nur etwa ein Drittel 
des eines Sprungbogenverstarkers betrigt, da fiir eine massive Platte, bei 
der die S-E nach der Auslésungsseite hin abgesogen werden, dieser nahezu 


vleich 1 ist. 


7. Nutzanwendungen der gewonnenen Erkenntnisse.  Besonders der 
6. Abschnitt zeigt, dab eine wesentliche Verbesserung der Prallnetzverstarker 
durch irgendwelche Anderungen der iiblichen Netze nicht mehr erreicht 
werden kann. Dagegen bietet die in Fig. 7 untersuchte kleine Platte eine 
unmittelbare Verwendungsmoéglichkeit als erste Stufe bei einem solehen 
Verstirker z. B. in Verbindung mit einem Farnsworth-Bildfeldzerleger. Sie 
bewirkt dort bei entsprechend kleinem Bremsfeld auf Grund der. seitlich 


vorbeifliegenden S-E ee zwei- bis dreifache Gesamtverstirkung. 


Kine weitere Anwendung der kleinen Platte bietet der nachfolgende 
Vorsehlag emes S-E-Vervielfachers!), bei dem als Verstiarkerelement ein 
sogenanntes Platiennetz benutzt wird. Dies ist eine Anzahl kleiner qua- 
dratischer Platten, die wie bei einem Schachbrett z. B. die dunklen Felder 
nebeneinander, natiirlich zusammenhingend, angeordnet sind, und somit 
eine wirksame Fliche F’,, = 50% ergeben. Ein zweites gleiches Plattennetz 
wird nun als zweite Stufe so versetzt dahinter angeordnet, dal bei senkrechter 
Durehsicht eine kleine Platte eine Liicke des nichsten Netzes und wngekehrt 
abdeckt. Ein auffallender relativer Primirstrahl prallt dann bei dieser 
Anordnung abgesehen von der ersten Stufe stets zu 100°, auf. Um das 
seitliche Herumsaugen der ausgelésten S-E zu erméglichen, wird das zwangs- 
liufig auftretende Bremsfeld durch ein zweites unmittelbar hinter jeder 
Stufe, aber von dieser isoliert angebrachtes Plattennetz abgeschirmt. Aut 
diese Weise werden also, um den Giitegrad des vorigen Abschnitts zu be- 
nutzen, die beiden darin auftretenden Quotienten theoretisch etwa 
gemacht. Praktisch werden allerdings noch unvermeidliche Abweichungen 
elintreten, wie z. B. St6rungen infolge der mit der Anordnung verbundenen 
Feldverzerrungen. Eine weitere Schwierigkeit ist die Beseitigung des 
von Stufe zu Stufe gréBer werdenden Strahlquerschnitts der relativen 
Primirstréme. Ein zur Demonstration ausgefiihrtes Experiment bei der 
in Fig. 18 angedeuteten Zwei-Stufenschaltung bestitigt die Uberlegungen. 


Von einem Primirstrom J fallt em Anteil anf die erste Stufe. eine Al- 


') Dieser Vorschlag mit kleinen Platten bzw. schmalen Streifen ist Gegen- 
stand einer Patentanmeldung. 
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Blende By mit dem Potential U,. Die hier ausgelésten S-E gelangen durch 
die Blendenéffnung mit dem restlichen Anteil der Primirelektronen zu- 
sammen auf die zweite Stufe, ee Al-Platte Pl. Die hier wiederum aus- 
gelésten S-E fliegen dann seitlich an P/ vorbei auf die Auffangplatte B,, 
die um eine weitere Stufenspannungsdifferenz positiver ist. Dieser letzte 
Vorgang tritt aber nur dann ein, wenn die Blende Bb, das Bremsfeld 
zwischen By und Pl abschirmt, wie aus dem Diagramm I in Fig. 13 mit 


stetig wachsend veriinderter Stufenspannung wu als Abszisse hervorgelit. 


Zusatzspannungen be! U,=600N 
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Fig.13. Wirkungsweise eines Plattennetzes. 
I: abgeschirmtes, Il: wirkendes Bremsfeld und Schaltschema. 


Der Verlauf der einzelnen Kurven, besonders das nennenswerte Ansteigen 
der J,,-Kurve, deutet auf die Anwendung hoéherer Stufenspannungen hin, 
die im Gegensatz zum Prallnetzverstirker allerdings auch eine entsprechende 
Ausbeuteerhéhung bewirkt. Im Diagramm II sind die vorigen Verhiltnisse 
nur dadurch abgeindert, daS durch das gleiche Potential von Lb, wie Bo 
die abschirmende Wirkung von 2, aufgehoben ist. Ein Vergleich zeigt 
noch einmal deutlich den EinfluB des Bremsfeldes. Da die Abschirm- 


spannungen an B,, Bl und Sch (siehe auch Fig. 1) fiir jeden Stufenspannungs- 
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wert so reguliert werden, dab fir J, ein Maximum eintritt, zeigen die Kurven 


gum Teil emen unregelmabigen Verlauf. 


Das kritische Mab der Quadratseite emer solchen kleinen Platte bzw. 
Liicke ist von dem technisch méglichen Abstand zweier Stufen abhingig. 
Ks wird daher am besten an Hand der Gesamtverstirkung solcher praktisch 


ausgefiihrten Vervielfacher ermittelt. 


8. Zusammenfassung. Die Teilvorgiinge in einem Prallnetzverstirker 
werden an einem einzelnen Netz mit einer besonderen Versuchsanordnung 
untersucht. Von einem fiir ein einzelnes Prallnetz relativen Primiirstrahl] 
lést ein Teil durch Aufprall auf das Drahtgeflecht vorwiegend an der vor- 
deren Netzfliche S-E aus, auf die gleichzeitig das Bremsfeld des voran- 
vehenden und das Saugfeld des dahinterliegenden Netzes wirkt. An zwei 
in ihrer Wirkung die Nachbarnetze von N ersetzende Lochblenden werden 
bei entsprechend gewihlten Spannungsdifferenzen gegeniiber N die S-E- 
Stromanteile gemessen. Die ungehindert durch die Maschen hindurch- 
fliegenden Primirelektronen werden, davon getrennt, in einem besonderen 
Auffiinger bestimmt. 


Ermiidungserscheinungen des Netzdrahtmaterials werden gemessen. 


Zunichst wird bei einer sogenannten Symmetrieschaltung die Ver- 
teilung der an der Vorderseite und zwischen den Maschen eines Netzes aus- 
celésten S-E ermittelt. Die am Netz sich ausbildende Raumladung libt 
sich durch Vergleich von S-Em-Kurve und Glihfadencharakteristik nach- 
weisen. Der bei dieser Schaltung gemessene Siittigungsstrom, bezogen auf 
die tatsiichlich zur Wirkung kommenden Prinirelektronen, gibt unmittel- 
bar den S-Em-Faktor an, bietet also eine Beurteilungsméglichkeit von 


aktivierten Sechichten auf Drahtoberflichen. 


Der EinfluB von Saug- und Bremsfeld wird getrennt ermittelt und die 
Vermutung iiber die schidliche Wirkung des Bremsfeldes widerlegt. Bei 
relativ kleinen Netzen oder auch Platten fliegen die S- bei sehr kleinem 
Bremsfeld, wie festgestellt wird, auf seitlich am Netz vorbeifiihrenden Bahnen 
zur Blende B,. Diese an den ersten Stufen eines Verstirkers ausgelosten 
S-E wiirden sich dem weiteren Verstirkungsvorgang entziehen. Der Ab- 
stand der Elektronenbahnen in der Netzebene vom Entstehungspunkt, der 
bei den geometrischen Verhiltnissen der Versuchsanordnung bis zu 10 mm 


betragen kann, wird durch eine Bremsfelderhéhung stark verkleinert. 


Der Giitegrad eines Prallnetzes unabhingig vom Drahtmaterial wird 


aufgestellt und an einigen Industrienetzen bestimmt. Dieser ist bei ver- 
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schiedenen Netzen ungefaihr gleich groB, aber nur klem im Verhaltnis zu 
dem massiver Platten. 

Auf Grund der giinstigen Absaugmoéglichkeit der S-E an emer kleinen 
Platte wird diese unmittelbar sowie eine Anordnung mehrerer als Platten- 


netz fiir praktische Prallnetzverstarker vorgeschlagen. 


Die vorliegende Arbeit ist durchgefiihrt worden tm Institut fiir an- 
sewandte Physik der Hansischen Universitit zu Hamburg unter An- 
regung und Anleitung von Herrn Dr. C. Hagen, dem ich an dieser Stelle 
fir das stets grobe Interesse und die wertvollen Ratschlige meinen auf- 
richtigen Dank ausspreche. 

Gleichzeitig danke ich memem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. 
H. G. Méller, fiir die Férderung meiner Ausbildung, sowie dem Fein- 
mechanikermeister F. Backer jun. fiir die Herstellung der ROhrenaufbauten 
und der Firma Fernseh A.-G. Berlin fiir die freundlche Unterstiitzung 


mit Instrumenten. 





Innere Reibung und Warmeleitfahigkeit 
der Kernmaterie. 


Von S. Tomonaga, z. Zt. in Leipzig. 
Mit 5 Abbildungen. (Kingegangen am 15. Juli 1938.) 


(nter Zugrundelegung des Fermi-Gasmodells werden die Zaihigkeit und Wirme- 
leitfihigkeit der Kernmaterie berechnet. Es stellt sich dabei heraus, dab sich 
die Zihigkeit baw. die Wiarmeleitfihigkeit bei tiefen emperaturen umgekelirt 
proportional zu 7? bzw. T iindert, wobei T die Temperatur bedeutet. Die 
Zihigkeit ist so groB, da’ eine Schwingung der Kernmaterie bei tiefen Tem- 
peraturen stets aperiodisch gedimpft wird, und also der Atomkern seine An- 
regungsenergie nur in Form von Wiarme behalten kann. Die Schwingungen, 
die nach Bohr beim Kernphotoeffekt eine Rolle spielen, miissen daher mit der 
Abweichung der Kernmaterie vom Gaszustand verkniipft sein. Ebenso ist die 
Wirmeleitfahigkeit sehr groB. Die Wiirme breitet sich also sehr schnell in der 
Kernmaterie aus und damit wird die iibliche Betrachtungsweise bei Kern- 
reaktionen gerechtfertigt, bei der man diese endliche Ausbreitungszeit von 
vornherein vernachlissigt. Es wird aber wohl unter besonderen Umstiinden 
méglich sein, da sich diese endliche Zeitdauer bemerkbar macht, z. B. falls 
es sich um einen Zusammenstob des Atomkerns mit einem sehr energiereichen 
Teilchen handelt. 

Bohr!) hat darauf hingewiesen, dab der Energieaustausch zwischen 
den einzelnen Bausteinen eines Atomkerns so intensiv ist, dali die Be- 
wegungen der Bausteine keineswegs als nahezu unabhingig angesehen 
werden kénnen: vielmehr wird die Energie, die ein einzelnes Teilchen 
besitzt, sich stets sehr schnell iiber die ganzen Kernbausteine verteilen. 
Insbesondere kénnen die angeregten Zustiinde des Atomkerns keineswegs 
als Anregungen eines einzelnen Teilchens in einem mittleren Feld der 
iibrigen betrachtet werden. Dieser Umstand legt es nahe, den Kern eher 
mit einem Fliissigkeitstrépfehen zu vergleichen und die angeregten Zustiinde 
als die Schwingungen des Tropfens zu betrachten. Eime solehe Behandlung 
der angeregten Zustinde ware aber nur dann richtig, wenn eine solche 
Schwingung nicht durch Reibung auch sehr schnell in Wirmeenergie iiber- 
gefihrt wiirde. Wir haben uns daher die Aufgabe gestellt, die innere 
feibung und die Warmeleitfaihigkeit der Kernmaterie abzuschitzen. Es 
wird sich dabei herausstellen, daB die Zahigkeit der Kernmaterie insbesondere 
bei tiefen Temperaturen so grof ist, daf eine Schwingung des Fliissigkeits- 


tropfens stets aperiodisch gediimpft wird; daB also die angeregten Zustiande 


1) N. Bohr, Nature 137, 344, 351, 1936; N. Bohr u. F. Kalekar, Danske 
Vid. Selsk. 14, Nr. 10, 1937. 
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ebensowenig als einzelne Schwingungen des Fliissigkeitstropfens wie als 
Anregungen einzelner Protonen oder Neutronen betrachtet werden kénnen. 
Dieses Ergebnis hindert nicht, Eigenschaften der Kernmaterie, die durch 
Mittelung itber viele Teilchen bzw. Schwingungen im Temperaturgleich- 
gewicht zustande kommen, nach einem dieser einfachen Modelle zu behandeln. 
In der Tat kann man z. B. die Niveaudichte und spezifische Wirme sowohl 
nach der Thomas-Fermi-Methode, wie mit dem Modell des schwingenden 
Tropfens ungefihr richtig abschiitzen. 

Auch der vorliegende Versuch geht darauf aus, ein einfaches Modell, 
genauer gesagt das Fermi-Gasmodell zugrunde zu legen und dabei diese 
Transporterscheinungen einfach gaskinetisch zu betrachten.  Freilich 
werden die wahren Verhiltnisse im Kern weitgehend von denen des be- 
trachteten Modells abweichen. Es erhebt sich die Frage, ob diese einfache 
gaskinetische Methode itiberhaupt anwendbar ist, weil die Wellenlinge 
der Gasmolekiile und die Quadratwurzel des Stofquerschnittes beide 
erdber als der mittlere Abstand der Teilehen im Atomkern sind. Diesem 
Sachverhalt entsprechend mul der klassische StoBbegriff, der in der kineti- 
schen Theorie wesentlich ist, seinen Sinn verlieren. Es ist deshalb nicht 
erlaubt, diese ZusammenstéBe einzeln zu betrachten, weil sie ja wegen 
der groben Wellenlingen miteinander interferieren. Auch haben Begriffe 
wie etwa die Geschwindigkeit vor und nach dem Sto infolge des groben 
Stobquerschnittes nur wenig Sinn. Der Energieaustausch zwischen den 
Kernbausteinen findet also nicht wie bei Gasmolekiilen stobartig statt. 
indem die betreffenden Teilehen vor und nach dem Sto wohldefinierte 
kinetische Energien haben, sondern sie tauschen ihre Energie dauernd aus, 
wie es bei den Molekiilen in Fliissigkeiten oder im Kristall der Fall ist. 
Trotzdem ist es wohl erlaubt, aus der vorliegenden Betrachtung grében- 
ordnungsmabig giiltige Schliisse zu ziehen. 

Die Transporterscheinungen im Fermi- (und Bose-) Gas wurden bereits 
von Uehling und Uhlenbeck!) ausfiihrlich untersucht, deren Methode 
hier ohne wesentliche Anderung benutzt werden soll. Ihr Verfahren labt 


sich kurz in Abschnitt 1 zusammenfassen. 


1. Kinetische Theorie des Kerngases. Das Kerngas kann man als eine 
Mischung aus vier Gasarten auffassen. Es besteht nimlich aus vier Arten 
von Molekiilen, d.h. aus Protonen und Neutronen mit positivem bzw. 


negativem Spin. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dab die vier Bestand- 


1) E. A. Uehling u. G. E. Uhlenbeck, Phys. Rev. 43, 552, 1933; E. A. 
Uehling, ebenda 46, 917, 1934. 
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teile dieselbe Dichte und die gleiche Verteilungsfunktion (im Sinne der 
kinetischen Theorie) haben. 

Ks sei nun f (2, y, 2, 0, U,, 0.) die Verteilungsfunktion, d. h. die mittlere 
Anzahl der Molekiile einer Gasart in einer Phasenzelle vom Volumen /°, 
deren Lage im Phasenraum durch sechs Parameter x, y, 2, v,, 0, und rv, 
charakterisiert ist, wobei x, y, 2 die Orts- und v,, v,, v, die Geschwindigkeits- 
koordinaten sind. Die Grundgleichung der kinetischen Theorie lautet 
dann: 


Of  _ of \ Of 


—— +. ¥, /# a— vb. (1.1) 
ot OL, OV, 


Hierin bedeuten die VY. «= 2, y und 2, die iuberen Kraftkomponenten: 
a auf der rechten Seite aber stellt die Anzahl der Molekiile emer Gasart 
dar, die in der betreffenden Zeiteinheit durch ZusammenstOBbe in die be- 
treffende Zelle emtreten, wihrend ) die Anzahl der Molekiile derselben Art, 
die in der Zeiteinheit durch ZusammenstObe aus der Zelle herausgeschleudert 
werden. Bei zweifach vorkommenden griechischen Indizes soll stets tiber 


x, y und ¢ summiert werden. 


Bei einem Zusammenstoh zweier Molekiile bleibt die Summe ihrer 
Geschwindigkeiten nach dem Impulssatz erhalten. Sind p,v, die Ge- 
schwindigkeiten der beiden Molekiile vor dem Stob, und v’.v, die Ge- 
schwindigkeiten nach dem Stob, so ist also 

v+p, =v’ + Dd. (1. 2) 
Ferner bleibt nach dem Energiesatz der Betrag der Relativgeschwindigkeit, 


den wir g nennen, beim Zusammenstof erhalten: 


j | 


PS eT (1.3) 
q. 

Die Richtung der Relativgeschwindigkeit kann sich aber dabei andern. 

Wir bezeichnen nun den Winkel zwischen den beiden Relativgeschwindig- 

keiten mit # (dabei sei der Azimut gm), und den Wirkungsquerschnitt fiir 

den betreffenden Zusammenstob mit w (g, #). Die GréBen a und / sind dann 


folgendermaben darzustellen: 


a= [do, | gw(g, Pd Qf (v')f(v,) {1 f(v); {1 f (1)}. | 


’ (1.4) 
b = fad, | gw, 2) d Qf (v)/(v,) {1 — f(v)} {1 —f(v))! 
mit den Abkiirzungen: 
d®, = (mh) dv,,dv,, 4% -z,) 15 
(1.5) 


dQ = snididg@. 
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Den verschiedenen Typen von Zusammenstében entsprechend besteht w (q, i 
aus verschiedenen Summanden, wie wir das im Anhang eingehend be 
sprechen werden. 

Es soll nun die Gleichung 
Of Of : OF 
ot O L. Ov 


( 


\ do, | gu (fAa—pd fy) 
. —ff,da—fpa—f)} 4.6 


niher betrachtet werden. [In (1. 6) haben wir zur Abkiirzung die Argument, 


“ 


von f nicht hingeschrieben, sondern den Index an die Funktion gesetzt. 
Im Falle des Gleichgewichtes ohne diubere Kraft ist f vom Ort wc, y, 2 und 
der Zeit ¢ unabhingig. Wenn wir die Temperatur mit 7, die Dichte mit o 
und die Massengeschwindigkeit mit u bezeichnen, dann sind 7, 0 und u 
dementsprechend Ortlich und zeitlich konstant. In diesem Falle kennen 
wir schon die Lésung von (1.6). Sie ist naimlich die Fermische Gleich- 
cewichtsverteilung: 

{” - — , (ae 


l —— (9., — &,) (9 
-r. « ( « 


A 
wo k die Boltzmannsche Konstante, m die Masse des Teilehens und A 
eine Konstante ist, die sich als Funktion von gegebenen 0, T und wu aus- 


driicken abt durch die Beziehuneg: 
0 = m\fOd@. (1.8 


Wenn die Temperatur, Dichte und Geschwindigkeit von Ort zu Ort ver- 
schieden sind und sich zeitlich andern, geniigt es zwar nicht, da man 
einfach in (1. 7) die Parameter 7, u und 4 als Funktionen von Ort und Zeit 
betrachtet, sondern es mub auch die Form der Verteilung selbst modifiziert 
werden, da in diesem Falle (1. 7) nicht mehr die Lésung von (1. 6) ist. Diese 
Modifikation wird aber klein sein, sofern die Anderung soleher GréBen 


raumlich wie zeitlich langsam vor sich geht. Wir setzen also 


f _ { fi {™, 
(1) __ #00) __ 0) (1.9) 
fo = fO Lf) y | 


und nehmen an, da {” klein ist. Durch Einsetzen von (1. 9) in (1. 6) und 
unter Vernachlassigung der kleineren Glieder ergibt sich 

0 { 0 f” | , 0 f 

oa Be 
= — | dD, | gwd Qf fF A — (™) (1 — fO (% + x4, — x — x). (1-10) 
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Die Lésung von (1. 10) ist nicht eindeutig, denn zu einer Losung kann jede 


heliebige Lésung der zugehérigen homogenen Gleichung 


0 = ( d@®, \9 wd G2 fO fOU "(1 — Ff") (4 +41 — x’ — m1) (1.12) 


addiert werden. Alle diejenigen Funktionen der Koordinaten und Ge- 
schwindigkeitskomponenten, die die dynamischen Grében darstellen, die 
beim Zusammenstob erhalten bleiben, erfiillen diese homogene Gleichung, 
da fiir solehe Funktionen der Ausdruck 7 + 7, — 7 1, verschwindet. 


Wir erhalten also fiinf unabhingige Lésungen von (1. 11): 


Ya  & % ——_ w ve +v,+v;, (1,12) 
die bis auf die konstanten Faktoren der Reihe nach Masse, Linpulskompo- 
nenten und kinetische Energie darstellen. Man kann ferner beweisen, dal 
(1.11) keine weiteren unabhingigen Lésungen hat. Um nun die Lésung 
der Gleichung (1. 10) eindeutig zu bestimmen, normieren wir sie durch die 


Nebenbedingungen: 


| Xf? AD 1%-f% (1—() xd®=0, s=a,b,e,d,e. (1.18) 


Die physikalische Bedeutung dieser Bedingungen ist die, dali die Parameter 
To, u,, u, und uv, immer noch als Temperatur, Dichte und Geschwindigkeits- 
komponenten der Massenbewegung interpretiert werden koénnen. 

Wenn wir nun die Gleichung (1. 10) umrechnen, indem wir (1.7) in 
ihre rechte Seite eintragen, so erhalten wir nach Uehling und Uhlen- 
beek!): 

(h/m)* ec {2 | i aT ( : 5 mp 


- {— —— £ i —_ Guat 
24 Ate“ ly, T°*0z, \ 2 okT, 
2 
\ (Ou Ou 
f- s = 2 oe i. J (3 (1.14) 
\ Sa +f 3 «B) Gs ry ry) Tn )j Z : 
mit den Abkiirzungen: 
m 
C — ‘yr? 
2k 
&; = \e (vo, —u,), 1 = 2, y und 
t &, &., 
oe r ‘ 
J(y) = B| dé, dy, at, (1, 15) 


| OQ yuo | — 7) fF (1 - fr = f \(y+%,—-x%—-7)); 


/ Cc 
y= Va9 








l) E. A. Uehling u. G. E. Uhlenbeck, |. ¢. Gleichung (30). 
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Wegen der Linearitét von J kénnen wir die Lésung von (1. 14) in die For) 


setzen: 


2 (/h\’ 1 OT ce /(h\* (Ou, . Oug . 
ZX - —j Tr Te - - {—. ( r ) tae: (1.16 
7 y24 \m/ T Oxy y2A \m/ \Ote Ong 
worln die a diejemgen Lésungen der Gleichungen 
fi? ° . 5 m p oa 
= Fe —= ) = J (x) (1.17 
A*e-8™" 2 ok 
und 
(0)2 0 / 2 
jos / as T 
{2 9 Cis; 3 0; eo J (IT; j) (1, 1s 
‘ - e~ | . ¢ e P 


sind, die die Nebenbedingungen 


by. fO(1—{) adédyde 0, s a, boc, de. (1.19 
erfiillen. Es zeigt sich ferner, daf die a die Form haben miissen: 
n, = &,F,(t°), | 
So £ Tr , 9 (1. Y%) 
Tj j Oi sj 3 0; ; ) I 4 (tr My | 


wo F,, und Ff, Funktionen von 7? allein sind, und dai F, der Neben- 


bedingung 
| f (1 {) F, (7?) t+ dr = 0. (1,21) 


geniigen mub, damit die a, die Bedingung (1.19) erfiillen ké6nnen, 
wihrend fiir fF, keine solehe Bedingung hinzugefiigt werden mub, denn 
hei F, folgen aus (1. 20) automatisch die Gleichungen (1. 19). 

Die Lésung a, bzw. a;; der Gleichung (1.17) baw. (1. 18) ist mun fiir 
die Warmeleitfaihigkeit und Zaihigkeit mabgebend. Die Warmeleitfabickeit z 


bzw. die Zaihigkeit +, wird nimlich durch folgende Gleichung gegeben!): 





/ 
4k ee 
x (mk T)'!2[7;, ay] (1, 22) 
m 
bzw. 
4 mn ile t ) ‘ 
I, 6 (mk T) '2 [2,;. 7; ; |, (1. 23) 
wobei der Klammerausdruck folgende Bedeutung hat: 
(4. 3B } dEdidl5A J (Bb). (1. 24) 


Man kann zwar die Gleichungen (1.17) und (1. 18) nicht genau lésen, aber 


die Auflésung dieser Gleichung ist derjenigen einer Minimalaufgabe gleich- 


') KE. A. UCehling u. G. EB. Uhlenbeck, 1. ¢. Gleichung (48) und (46). 
[Thr Resultat ist hier mit dem Faktor 4 multipliziert, da es sich hier um eine 
Mischung von vier Gasarten handelt. 
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wertiz, deren angeniherte LoOsung man tmmerhin verhiltnisimiabie leicht 
finden kann. Es sollen niimilich diejenigen Funktionen h,; bzw. k,. wesucht 


werden. die den Ausdruck 


bat a 5 mp ” | 

H 2 | (2 ,— 72S (7° 2 ok 7) hi dédid> + jh, h, 195 
bzw. 

K af PY (ee U5 Vk dedy de + [kk - 

\ n- 2 (Si; g 7 pk, ;QS aya, c.  k 1% 


zum Minimum machen, daber miissen aber die hb, den Nebenbedimeuncen 
venigen : 


4, f (1 Ph, dEdy de (). Ss a.boed.e. 1, 27 


Die Funktionen /; bzw. k;. sind dann die Loésungen der Gleichung (1. 17 
bzw. (1. 18)4). 

Wir benutzen diesen Satz, um (1.17) und (1.18) niherungsweise zu 
losen, indem wir némlich dieyenigen Funktionen / baw. k unter den Funk- 
tionen von geelgneter einfacher Form aufsuchen, die H bzw. Wo zum Minu- 
mum machen. In den folgenden drei Absehnitten versuchen wir nun die 
\Minimalaufgabe 0H QO zu losen, um die Wiarmeleitfihigkeit des WKern- 
vases zu berechnen. Die entsprechende Aufgabe fiir die Zihigkeit werde 


dann min den Absehnitten 5 und 6 behandelt. 


2. Die Berechnung von |h,h|. Von nun an miissen wir einen anderen 
Wee eisehlagen, als ihn Uehling in seer Arbeit gegangen ist. Denn es 
handelt sich hier um ein verhaltnismiabig stark entartetes Gas, wiihrend 
bel lL ehling die Gasentartung als eme Korrektion elnvefiihrt worden ist. 
Wir werden aber in diesem Absehnitt das Integral [h.h} allgemein be- 


trachten. ohne diese Voraussetzune emzufiihren. 
Nach (1. 20) soll hk die Form haben: 


I E F (r?), Z. | 


wo F eme Funktion von 7? allem ist. Tragen wir (2. 1) m (1. 24) etm. so 
erhalten wir 

h. hi . ‘ded i-( = d ig 4 7d O fy fo Oy’) (1 Moy) (EF 
jh, My a dE dy de] dg, dy, ae, 7 u dQ} I; (1—f om - 


J ” 
Py £? a” ) 
Fo—iF—EF.). (2.2 


+= - 
= 


1 l 


t) E. \. Uehling, l. ¢. 


3u* 
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Als Abkiirzungen fiihren wir nun folgende GréBen ein: 


qg=v,—v_ Relativgeschwindigkeit vor dem Zusammenstof, 

gq = v, —v’ Relativgeschwindigkeit nach dem Zusammenstob, 

[= 3} (vp, + v) Geschwindigkeit des Schwerpunktes, 

(= |, 

2,6, Polarwinkel und Azimut des Vektors | in bezug auf ein raum- 
festes Koordinatensystem, 

a, €, Polarwinkel und Azimut des Vektors g in bezug auf den 
Vektor I (siehe Fig. 1), 

#’,e Polarwinkel und Azimut des Vektors gq’ in bezug auf den 


Vektor I, 
A= y2el. 





NS 











Y 


Fig. 1. Drei Vektoren I, g und q’. 





Wir nehmen nun als Integrationsvariable statt &, 7, €, &), ,,&, @ und 


die acht GréBen «a, ¢, «’, e,O, 0, y und A auf. Dabei besteht die Beziehung: 


dé da dé dé, dij, dc, d Q 


= py dy 7? dA sing da de sing’ da’ de’ sinO@ dO do. 


Wir haben ferner: 


Str 


\ 


y 2 
é = {(A + y cos a) cosO — ysina sin @ cos é}, 


ae ; 
= —~ {(,— ycos a) cosO + ysin «sin@ cos ¢}, 
9 





(A? + y? — 2 yAcos x), 
(a2 + y* + 24 cosa), 


(2. 4) 


(2.5) 

















Innere 


und die entsprechenden Ausdriic 
5) verschieden sind, daB bei ihnen die Gribe 


von (2. 


kommt. Der Winkel 


cos 7 


Setzen wir diese Beziehungen in (2. 2 


I , m 
ae | ar? | 


0 0 0 


hh} = 


sine dog [aa ae g 


0 { 


a 


| 


i 


_ 


w &, de’ [" 


Zuerst mub die Integration iiber 


Integrale von der Form: 


Diese kOnnen wir berechnen. 


tionen entwickeln: 


“(200)- 


und beachten, dab nach dem 


seriicksichtigung von (2.6) die 


P, (cos a) P; (cos a’) 


m= l 


+25, 


P, (cos 9) = 


(J —m)! 


, (lL + m) 


Reibung und Wiarmeleitfihigkeit der 


? laBt sich durch «.e« und x’. ¢ 


COS a COS a’ 


- 
dZ 2? ja oa sin o f fo 


Kernmaterie. 


) tT? 
1? 


ke fiir &', Pa T=, die nur 


darstellen: 
COs (F&F Re 


sin « sin a’ 


2) ein, so erhalten wir 


7 


e’ ausgefiihrt werden; 





ox 9 
= c( | _ y) P, (cos ?) 
‘=0 C 


Summensatz der Kugelfunktionen 


Gleichung besteht: 


; Pr (cos «) Pr" (cos a’) cos m (€—e’). 
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dadurch 


on an Stelle von % Vor- 


(2. 6) 


) aa’ sin a’ (1 fe )’ \(1— fi) 


dabei ergeben sich 


(2.8) 


indem wir w in eine Reihe nach Kugelfunk - 


(2.9) 


unter 


(2. 10) 
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Das Resultat lautet: 


2 
l= 220(| — Ys Os x’). 


: _ 2 
/ In Fr (A — Y COS x’ ) cosa | 7, a, 1") 





~ 9 
+ sin x’ sin @ cos ea( | = x, 0), (2.11 
V2 é 
_ 2 
p ~tnf ta + renvrenafll nnd) 
12 ¢ 


‘sin «’ sin O cos €- a) ( | 
} 2 





worln o und o) definiert werden ‘durch 


x 7) 
(Y= rma’) = Sal Ps 7) Pelco a) Prices a’), 
BE @ 4 


a (| oy a, 2 ) = > a 
z 


iia i P} (cos a) P} (cos «’). 
i= ‘) [7 = } 





Nachdem wir (2. 11) in 


7) eingetragen haben, integrieren wir iiber ¢. 0 
und 0. Es folet dann: 


- = 8 2° : 2 | 4 49 ' ; FO) #(0) t os , 
Th. h| we | ayy | 1222) dasin af be dx sll ¢ | 


- f) (1 — fo 


(2 — y cos a) F + (A+ y cosa) Fy — (hy cosa’) F 
i+ycosa’) Fi) Fo + y® sine josing- (fF — Fy) — a) sina’ 
-(F’ — F,)! F}. 2.13 


Ks zeigt sich dabei, dab man in der Summe m (2. | 


9 
geradem / weglassen kann. 


2) die Gheder mit un- 
Denn in (2. 13) verschwinden beim Integrieren 


uber «& alle derartigen Glieder, weil eimerseits die Koeffizienten 


Vou 6d 
in (2. 13) gerade Funktionen von cos x’ sind, und die Koeffizienten von o"" 


ungerade Funktionen sind, andererseits aber die Glieder mit ungeradem / 
ino ungerade Funktionen und in o”? gerade Funktionen von cos’ sind. 
Bis hierher haben wir gar nicht die Voraussetzung benutzt, dab das 


Gas stark entartet ist. Die weiteren 


Reehnungen lassen sich nun ve 
einfachen, wenn wir dieser Tatsache Rechnung tragen. 





/ 9 (2. 12) 
a] " y) 


ARO 
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3. Fall der starken Entartung. Mit der Bezeichnune 


log A t. 3. 1) 


folet aus (1. 7) 


f” (TT) 9 Ps ° $. 2) 


et ™? I | 


0 sel die Halbwertsbreite der Exponentialfunktion. Dann lautet die Be- 


dingung fir die starke Entartung: 


die bem Kerngas lmmer angenihert erfillt ist : denn ky 1 r- Ist chlie maximatle 
Knervie £, der Fermi-Verteilung, und diese betrigt beim Kerngas ungefaihr 
»() MEV.. wihrend k T unter vewOhnhichen | rstiinden stets unter elnigen 
MEV. bleibt. 

Der Faktor ff (1 fh") — 77") im Integrand von (2. 13) ist 


nun nur dann wesentlich von Null versehieden. wenn die Ungleichungen 


t <7, + 4, tr >-v—d, 
» » , » ; 3. 1) 
5 << 0. t, -‘- 0 | 


clerchzeitiy hbestehen, Mit (2. 5) zusammenvelabt entstehen daraus 


2A < ypsAcosa < PO, | 
i - 3. 5) 
» VA COS F 2). | 
und 
» ig O) <— /* y* 2 (r- a). 3. 6 


Die letztere Beziehung zeiet. dali 7° y= sehr grob sem mub: 


~ 


p> am OV T) . do. 3. 


Man kann aus (3.7) zwar nicht schlieben, dab y? und A* emzeln sehr grobh 
sein miissen, aber das Gebiet der y*/2?-Ebene, in dem y*® und Z* einzeln sehr 
ero sind, ist sehr groB, falls ihre Summe sehr grob ist. Das Gebiet, in dem 
v= und 4* einzeln nicht sehr grob sind, ist in der Tat so klein, dab es fast 
var nicht zum Integral (2. 18) beitraet. Dabei ist allerdings angenommen, 
dai o und o sowie die unbekannte Funktion F nicht allzu stark in diesem 
Gebiet anwachsen, Es kommt also nur dasjenige Gebiet in Frage, in dem 
statt (8.7) die betden Gleichungen 

y? ~ 0 (7°), | 


ies 9 
f/- ~ UV (T)) | 


eimzeln erfiillt sind. In diesem Gebiet sind aber cos % und cos x wegen (3. 5) 


sehr klein und kénnen gegen 1 vernachiliissigt werden. Diese Tatsache 
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bedeutet physikalisch, dafi nur solehe ZusammenstéBe mabgebend sind. 
bei denen der Betrag der Geschwindigkeit zweier Teilehen vor dem Stol}. 
sowie nach dem Stof in der Nihe der Fermischen Abfallstelle liegt: das 
heiBt also nur diejenigen Zusammenstibe wichtig sind, bei denen all diese 
Geschwindigkeiten ungefihr denselben Betrag haben, so daB die zwei 
Vektoren g und gq’ ungefihr senkrecht zum Vektor [ stehen. Wir diirfen 
auf diese Weise in o und in o") cosa = 0, cosa’ = 0 setzen, y cosa und 
vy cos « gegen A vernachlissigen und sin « und sin «’ einfach durch 1 ersetzen. 
Dadurch vereinfacht sich (2.13) bedeutend. Es ergibt sich niimlich 


8: 8 f ; 9 \ 2» . 
(hh] = ai | dy-y6( —y) | diA-}? | d x sin & f\ f 


. o 


{d a” sin a’ (1 — f’) (1—f0”) F (2? (F+F, —F’ —F))+ y? (F—F,)\, (8.9) 
worln o definiert wird durch 


(| .d y) - > ai(| = y) | P, (0)}?. (3. 10) 


C gerade 
Das Glied, das in (2. 13) o enthielt, kommt in (3. 9) nicht mehr vor, da a” 
verschwindet, wenn man darin cosa — 0 setzt. 


Ks emptiehlt sich jetzt, neue Variabeln einzufihren: 


p=3(7*+ 2) —T, | 


t= vi. COS &, (3. 11) 
x’ = yh cosa’. | 
Dann folgt 
oa rr a o dp ya 
hh — ; ly-vo6 y=: — _—— dg (0) FO) 
[hh] = ge | dy-va(P—y) "are = er Be adie 
0 1/, (277 , y?) —yA 


y4 
[ da’ (1 —f) (1) FP (Qp+2r8—y*) (F+F, —F’ —F)) 


: 4+ y(F—F,)}. (8.12) 


y4 


Hier muf aber beachtet werden, daB einerseits 27? — y? im wichtigen 


Gebiet von der GréBenordnung von 1° ist, wiihrend andererseits p von 
der GréBenordnung 6 ist. Wir kénnen also in (3.12) p gegen 212 — y® 
vernachlissigen. Das Integrationsgebiet in der yp-Ebene ist in Fig. 2 
schraffiert dargestellt. Da aber der Integrand nur in einer Zone der Breite 6 
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der y-Achse entlang wesentlich von Null verschieden ist, kOnnen wir das 
Gebiet durch ein einfacheres 
capo wm | 


/ 
P . ») 
V<y¥ | 2 Tr | 
ersetzen. Wir kénnen ferner die Integrationsgrenze yA und — y/ durch 


(3. 13) 


und — oo ersetzen, ohne einen groben Fehler zu begehen. Auf diese Weise 


erhalten wir 


J2 7 +o +2 
8 2° vO j q ; ae — —= 
ea | ty a Jap Jarfonm [ar apy a—po 
. =m ly / ° a2 ae 
Fi@m—y’)(F+F,—-F—-F)+ YF —F)}. (8.14) 


Wir miissen nun fiir / eine geeignete Form wihlen, um die Minimum- 
aufgabe 0H 0 mit Hilfe der Ritzschen Methode niherungsweise zu 
lisen. Aus der Symmetrieeigenschaft der 7 
Fermi-Verteilung in bezug auf die Abfallstelle 7° Ver, >= 
zusammengefabt mit der Nebenbedingung (1.21) ae 


liest man ab, dai F im Falle der = starken 
2 


; 
0 ; 


Mntartung eine ungerade Funktion von 1? — 1 











sein mu. Der weitere Verlauf von F ist leider =, 5 0 ‘ > 
durch solehe rein qualitativen Uberlegungen Fig.2. Integrationsgebiet 

schwierig zu erraten. Das Verhalten der oe ee 
Funktion in groBer Entfernung vom Punkt 7; ist allerdings unwesentlich. 


Wir setzen daher als allereinfachste Naherung folgendermaben an: 


F = a(z* — 2), | 


(3. 15) 
a \p Ze 

wobei die Konstante a der Variationsparameter ist, der nachher so bestimint 

werden soll, daB H zum Minimum wird. Dureh Einsetzen von (3.15) in 


(3.14) ergibt sich 


}27 ro 
162° a? v6 Fe cate i as 
[h, hb] = | dy - | Ki K, dp (3. 16) 
mit 24 nae 


dz 
eP : 
J cosh p +- cosh a 


0 


a | a fF") (L — f") da’ 


(3.17) 


2 : 
K, = | { fo r d r - e- r| r d J 


cosh p+ cosh x 


* 
—- oo 0 
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Diese beiden Integrale kann man analytisch ausdriicken: 





2 per 
kK, I . 
ev = e p 
a (3.15 
" 2 (p* + 2°)pe P 
re salina? 
a 3 eP e~P 


Jetzt ist noch das Integral | K, Ky dp zu berechnen. Dieses labt sieh ip 


vesehlossener Form darstellen mittels der Formel 


oc 
+ )» € 
| a= ‘ or? n 
x pede } Bon - 1; (3.19 
(@ ¢ me, é 
0 


wobet 2 die Bernoullische Zahl bedeutet. Es besteht namlich die Be- 


alehung: = 
pore 2 x* 8 2° 
| K, Ky dp “. (B. + B,) ie 


3 3 6 (3. 


. 


x 
Tragen wir dies in (3. 16) ein, und definieren wir den ..effektiven Stob- 


querschnitt’” YQ, durch 


2 T, 
16(22) 
. le 
0, | dz, (3, 21 
, Fi z* 


so erhalten wir schheblich 


956 V22'a* . 
[he hl 189 42 TY. (3, 22 


4. Wiirmeleitjahigheit bei trefen Temperaturen. Wir betrachten nun 
das erste Integral in (1. 25). Daber beaechten wir zuerst, dali sich die Grobe 
5 m p 


2 okT 


foleendermaben darstellen labt!): 








D nm p 5 Gs a (To) 
' =4 “ahs (4.1 
2 oki 2» Gy » (To) 
wenn wir die Funktion (,, (t,) definieren dureh die Gleichung?) : 
1 r” 
G(r a dx 
, ’ ” 
i\ lo Pin+1)J ex—w 4 1 7 
0 , (4.2 
itt, aaees 
I (n + 2) 6 J'(n) 
') ELA. Uehling u. G. BE. Uhlenbeck, 1. ¢. Gleichung (60), — *) A. Som- 


merfeld, ZS. f. Phys. 47, 1. 1928. 
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> MPD 


\Wir ersehen daraus, dab sich ~ bei tiefen Temperaturen einfach auf = 
2 OK 
reduziert : ‘ 
5 mp _ . 
T + O(t,)°*). (4.3) 


2 ok T 


\Vir miissen nun das Intergal 


por . 3 . aN 
— = (¢ ti)7’F dr al ——— (zr? t;)*?*r*dt (4.4) 
A*e - 4? T 


berechnen. Wir kénnen dies, Indem wir die Beziehune benutzen: 


fo 1 topo = 


A* e-* 274 t OT 





Wir kénnen nimlich (4.4) durch partielle Integration als Summe von G 


darstellen: 


P(9)Gs,, —20L(HGs, +n L(G, (4.6 





53 Ts + 0 (To '). 


H ist jetzt durch (3.22) und (4.6) folgendermaben auszudriicken: 


{aa 256 V2 2‘ a? 
H as ad. - Te. Y,- 4. 
YA 189 4? 


—_ 


Der Parameter a kann dann aus der Minimumbedingung 0H da — 0 be- 
stimmt werden: 
21 A l 


128 J22* Q, 


und mit diesem Wert von a ergibt sich: 

; | 7 t 

[ Re, Ne | = (RK, Rl, (4.9 
192 22 Q, 


Bezeichnen wir nun die Fermische Maximalenergie mit Hy, so dab die 


Beziehung besteht: 


E 
= 4.10) 
To k a, l 
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und tragen wir (4.9) und (4. 10) in (1. 22) ein, so gewinnen wir schlieBlic! 
die Wirmeleitfaihigkeit 
ard 3!, 
i EY 


= a 


1 1 
18\2a \m TQ, we 
P 1 

Der effektive StoBquerschnitt Q, liBt sich analytisch nicht ausrechnen. 
da die Geschwindigkeiten der Kernbausteine im Gebiet liegen, wo di: 
entsprechenden Wellenlingen mit der Reichweite der Krifte zwischen der, 
Kernbausteinen vergleichbar sind. Wir haben daher @, numerisch berechnet. 
Wenn wir fiir die Kernkrafte und fiir die Fermische Maximalenergie F, 
die itiblichen Werte annehmen, erhalten wir 


Q, = 2,17 - 10-*6 em?. (4. 12 


Die Rechnung findet man in Anhang. 

Die Warmeleitfihigkeit des Fermi-Gases andert sich nach (4. 11) 
bei tiefen Temperaturen umgekehrt proportional zu T. Sie wiichst also 
mit der abnehmenden Temperatur unendlich an. Diesen Sachverhalt 
kann man wohl so deuten, daB sich die Anzahl der modglichen Zusammen- 
stéBe bei tiefen Temperaturen wegen des Paulischen Prinzips stark ver- 
mindert, und daB demzufolge die mittlere freie Weglinge sehr groB wird. 
Wegen des Paulischen Prinzips kénnen namlich nur solche Teilchen durch 


Zusammenst6Be thre Zustiinde indern, deren Geschwindigkeitsvektoren 
a) ot 9 — 

in emer Kugelschale vom Radius | “0 und der Dicke — - - liegen. 
Die Anzahl der Zusammensté{be mu dementsprechend ungefihr um den 
Faktor (k T/E,)? gegeniiber dem nichtentarteten Fall kleiner werden. Die 
mittlere freie Weglainge, die wir mit. bezeichnen, wird also gegeniiber dem 


klassischen Wert um den Faktor ()/k T)? gréBer sein: 


l E, \? ‘ 
Az NOQ, (—*), (4.13) 


wo N die Anzahl der Molekiile im Eimheitsvolumen bedeutet. A wiichst 
daher mit abnehmender Temperatur umgekehrt proportional zu JT? an. 
Wenn wir uns nun an die klassische Beziehung zwischen x und A erinnern: 


xzwiold,va, (4. 14) 
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wobei o die Dichte, C,, die spezifische Wiarme des Gases und v die mittlere 

Molekiilgeschwindigkeit bedeutet, und wenn wir fiir (,, und v die Aus- 

dricke fir das entartete Fermi-Gas eintragen: 
0 ie oe 

»” Py , 

2 mE, 


ex j2E,/m, | 


x k? T | 
(4, 15) 


so erhalten wir tatsiachlich die Gleichung, die bis auf den numerischen 
Faktor mit der Gleichung (4. 11) tibereinstimmt. 

Daf der Atomkern bei tiefen Temperaturen eine grobe Warmeleit- 
fihigkeit haben wird, kann man qualitativ auch durch folgende Uberlegung 
plausibel macheh. Der Zustand des Atomkerns, in dem die Temperatur 
ungleichmabig verteilt ist, wird nur durch Uberlagerung vieler stationirer 
Zustiinde konstruiert. Wenn die Anregung des Kerns so grob ist, dali die 
Anregungsenergie schon in dem Gebiet liegt, in dem die Energieniveaus 
sehr dicht beieiander liegen, kann man dieses Wellenpaket konstruieren, 
wenn man nur solche stationiren Zustainde iiberlagert, deren Energie nicht 
sehr viel von der Anregungsenergie verschieden ist: denn hier sind wegen 
der groBben Niveaudichte geniigend viele Zustinde vorhanden, um das 
Wellenpaket konstruieren zu kénnen. Wenn die Anregung aber klei ist, 
mus sich das Wellenpaket aus Zustinden grdberer Energiedifferenzen 
zusammensetzen, Was Im allgemeinen auch zu einer schnellen Verschmierung 
des Paketes fiihrt. 

Zum Schluf dieses Abschnitts wollen wir noch kurz besprechen, wie 
die Verteilung f selbst durch die Temperaturunhomogenitét modifiziert 
wird. Wir nehmen einfachheitshalber an, dab die Temperatur nur in der 


r-Richtung einen konstanten Gradienten hat: 
T = bz, b > 0. (4. 16) 


Die modifizierte Verteilung liBt sich nun nach (1. 9), (1. 16), (1. 20), (8. 15) 
nr 


und (4.8) in die Form schreiben: 


1 ere —- -_ 
f= fo +4 7m - —, — Const —,—, E(x*— 12), (4.17) 
eT —T% + ] (e* —70 + 1) 
wobei , 
eat DA | bh* _ 
Const — (4. 1d) 


512 V2a' miizk*2 Q, Tl 





') Z.B. H. Bethe, Rev. of Mod. Phys. 9, 71, 1937, Gleichung (296). 
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2 2 
et —t9 


Da der Faktor _-,—, , nur in der Nihe von 1? = 7; wesentlic 
(e7" —7 + 1)* 


von Null versehieden ist, wird nur die Verteilung in diesem Gebiet modifizier 
Ferner tritt eime Abweichung von der Kugelsymmetrie hinzu; der ‘Te, 
peraturgradient wirkt nimlich auf die Verteilung so, dah in der recht: 
Hilfte des &),2-Raumes (angenommen, daB wir die €- und 2x-Achse nac! 
rechts gelegt haben) die Zahl der Teilehen, die kleinere Geschwindigkeit: 
als tT, haben, sich vermehrt, und die Zahl der Teilechen, die grobere G, 
schwindigkeiten als ty haben, sich vermindert, wahrend sich in der lnke: 


Halfte die schnelleren Teilehen vermindern, und die langsameren vermehre) 





Fig. 3a. Kurven konstanten Fig.3b. DieselbenmitTem- Fig.3c¢. Dieselben mit lami- 
Wertes von/f(qualitativ). Ohne peraturgradient in der z- narer Bewegung in der y- 
Temperatur- und Geschwin- Richtung. Die Temperatur Richtung. Die Geschwin- 

digkeitsgradient. ist proportional zu z. digkeit ist proportional zu z. 


Wir kénnen dies veranschaulichen, indem wir den Wert von / etwa fir 
© — 0 betrachten. Wir kénnen also die Funktion / anschaulich als Flache 
im §£)/-Raum darstellen. Wenn wir die ,,Héhenlinien™ dieser Flache i 
die &)-Ebene bezeichnen, so erhalten wir eine Schar konzentrischer Kretse, 
wie sie in Fig. 8a skizziert ist, falls kein Temperaturgradient vorhanden ist. 
Wenn der Temperaturgradient in der x-Richtung existiert, so sehen dic 
Hohenlinien qualitativ etwa wie Fig. 8b aus. Dab sich die gréberen Kreise 
nach links und die kleineren nach rechts riicken, ist offenbar so zu deuten. 
da die sehnellen Teilechen mehr von der rechten Seite, wo die Temperatin 
héher ist, ins betreffende Volumenelement eimtreten, als von der linken 
Seite. wo die Temperatur tiefer ist, und die langsamen dagegen mehr vo! 


der linken als von der rechten eintreten. 


5. Die Berechnung von |k, k}. In den vorigen Absehnitten haben wi 
die Wirmeleitfihigkeit des stark entarteten Fermi-Gases berechnet, inden 


wir das Problem auf die Minimalaufgabe 0H = 0 reduzierten. Wir wolle 
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jetzt versuchen, die entsprechende Aufgabe 0A 


-oit dieses Gases zu finden 


Wir betrachten nun das 


! 
esc! 


. 
| 


und wir miissen die Integ 





Dureh dieselbe 








Wiirmeleitfahigkeit 


W 


Vet hode 


l, 2I 2G 

ar 

r 22! (/ 
| 2 
vis 

— sin? 

; l 
I, == 921} 
|2 

v(h 


der Kernmaterie. 


0 zu lésen, 


ir miissen zuerst |i. h 


nun die Form haben: 
] (2 — 172) F (7? 
wo F eine Funktion von 7? allein ist. und wir haben 
hk. I (&2 } t=) I, ke r=) f° 
&2 fF, EF - (7°, x2 fk 
Integral [E*2FL Ss? ] ks erotbt sich 


”) | dOsin@ | dé ld, 





Th d «’ ’ | wf’? ds , I | wis ds 
rale von der Form bereehnen: 
l, lard 
tag | ws'?d ; 
i bat ede’ 
wie die vorige erhalten wh 
o bs 
98 ° . 9 
Y COS oe } COS (~) sin” 4" STs O 
yecos a’) sine’ cos Asin A cos ¢ +o! 
7! sin* -Ocos2: 0], 
(7. . vy cos a’ )* -ecor O sin? x sin* 
- og"? 


y cos a’) sin a’ cos 9 sin @ cos | 


ap~ 
sin? «’ sin? Y eos 2 ¢ 0%, 


herechnen. 


] 


fa 
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un die Zithie- 


soll 


O 


~ 





, 
~~ 
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® folgendermaben definiert : 


(j=) 
‘ - C) ‘eu 
a (| = 7-0, a) » Piper a 1) (1+ 2) 


Hierin ist o 












- P? (cos %) 2 (cos x’). (5.6 






Nachdem wir (5.5) in (5.8) eingetragen haben, integrieren wir iiber ¢, G 





und 0, und vernachlissigen cos a«® und cose’ gegen 1, was aus demselber 





Grunde wie vorher erlaubt ist. Dann reduziert sich (5.3) auf eine einfach 






Form: 





ia* 3f(a332f ° (o) #(0) 

in | ayy | dAsA | dm sin & fi f\ 

| dx’ sin x’ (1 fo") (1 — f)- Fle 8A +4227 Y (5.7) 

+ 9 ") (Fo+ a —-F’—F)) + 46 7? (F — F,) 
-yilo (F+F,) 6 













= 
‘cS 
he 

oo 
| 
— 
~~ 

| 

aS 
J 
-_ 
_— 
Lead 













7 (2) ; aed ay Ss j | P2 {2 5. § 
5” (Vy) —.@—pld+pnap¢a2 i ales 









Wir fiithren hier die Variablen p, x, x durch (3.11) ein, vernachliissigen p 






gegen 27? — y? und modifizieren das Integrationsgebiet. So erhalten wir 









}2 T%) 
~£2 £2 tx” ; Y _ i MO) #10) 
(OFF) = —, | dy ay J ap J acre 
ow. . oy z y Pe om 

















| dx’ (1 — fo") (1 — fl) - Fle (8 (2 73 — y?)? (5.9) 


— oo 


+2? (27) — y*) +2 y') (F+F,—F — F)) 
+ vw (275 — *) (PF —F,) + 7" (6 (F + F)) 
» (F" + F))j]. 




















Wir miissen nun eine plausible Form fiir / wahlen. Aus einer zur ent- 
sprechenden, in Abschnitt 4 behandelten, véllig analogen U berlegung folgt, 





dai F bei der starken Entartung eine gerade Funktion von 1? — 1; sein 
mub. Weil hier wieder nur das Verhalten der Funktion in der Nihe des 


Punktes 1? = 1? wesentlich ist, setzen wir méglichst einfach 











F--a (5. 10) 
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an, wo a der Variationsparameter ist. Es entsteht dann 





ba FE? FF’ — dy 
- ‘' - 9 d = . j 
15 A 0 } 2 tT -V 
.( K,Kjdp, (5.11) 
mit 
, 9 
r = P e I 
. 40) #00) ae 
K, | SPF da = agaagesmne 
ea (5. 12) 
, 1 : 2 pel 
K, = | (1—f") (1 — fm) de 
; eP — e p 
Das Integral | Ko K, dp laBt sich folgenderma8en ausdriicken: 
bo 3 
( aie dp 2 x? B, - . (5.18) 
Aus (5.11) und (5. 13) folgt nun 
82 2n°a? . 
(HF, &F] = tT) Qo, (5. 14) 


45 A® 


wenn wir den effektiven StoBbquerschnitt Q, durch 


12” F —* x) - 6% (" To r)| 
™ | : ee a Bas sale 


definieren. Wir miissen noch das Integral [r*F’, r?F'] betrachten. Dieses 
Integral verschwindet aber, wenn wir darin (5. 10) einsetzen. Wir erhalten 
daher einfach: 


82 27° a? 
(et — er) F (@— fF] =(6R, oF] =~ 1" 


3 


T, Q.. (5. 16) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110. 40 
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6. Zihigkeit bei tiefen Temperaturen. Wir betrachten nun das erst 
Integral in (1. 26). Dazu benutzen wir dasselbe Verfahren, das wir in A} 


schnitt 4 beschrieben haben. Man erhilt: 


[fo o(e- 5) eatanas Ge 
Sa . 
45 A Tj 0 (T,). (6.1 


Tragen wir (5. 16) und (6.1) in (1. 26) ein, so ergibt sich 


l62a .  32)22° a? 


’ Ty ms } tT ( 9. (6. ») 
45 A 45 A* d2 


kK = - 


Der Parameter a kann nun aus der Minimumbedingung 0K da 0 be- 


stimint werden: 





A l 
== ae (6.3) 
4\22* Q, 
und fiir diesen Wert von a folgt: 
| oe 2 om 
[Xe Xen! _ [k, k\q T) A (6. 4) 


45 }22° Qs 


Setzen wir (6.4) in (1. 23) ein, so gewinnen wir schlieblich die Zahigkeit 
4 bm EX 2 1 _ 
y= ae (0.0) 
~19—' ’ 
15 \2a° (kT) Q, 
wo YQ, betragt: 
Q, = 1,06 x 10-*6 em?, 


nach der Rechnung, die man im Anhang findet. 


Die Zihigkeit des Fermi-Gases andert sich also bei tiefen Temperaturen 
umgekehrt proportional zu 7* und wird daher sehr groB, wenn die Tem- 
peratur an Null heranriickt. Die physikalische Folge dieser groBen Zihig- 
keit wird nachher in Abschnitt 7 diskutiert. Hier soll nur erwaihnt werden, 


daB im vorliegenden Falle auch die klassische Beziehung 


ei aC, (6, 6) 
) 
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naiherungsweise besteht, wobei «% eme dimensionslose Konstante von der 


GroBenordnuneg 1 ist. Wir erhalten namlich einerseits aus (4. 11) und (6. 5) 





6. 7) 
andererseits ist aber Ue bel tiefen Temperaturen vegeben durch (4. 15): 


. > 6. s) 
2 mE, 


der dimensionslose Faktor 35 Q,32Q, hangt von der Temperatur nicht 
und von der Dichte nur wenig ab. Sem Wert bleibt stets von der Grében- 
ordnung 1. 

Wie wird nun die Verteilung f durch die Massenbewegung modifiziert 
werden? Wir wollen uns hier einfachheitshalber vorstellen, dab sich jedes 
Fliissigkeitselement parallel zur y-Richtung mit emer Geschwindigkeit 
bewegt, die proportional zu x ist. Die Geschwindigkeitskomponenten 1, 


vu, und u, sind also gegeben durch 


Naeh (1.9), (1. 16). (5.10) und (6.3) ergibt sich 


ou] 
~ 





et TY) 
/ Pe he ao? : +1 - Const (ett — re +1) Fx, (6.10) 
wobel 
Const — bh* . 5. 1 : 6.11) 
3822 m (kT) Q, : 
7* ri 


Wegen des Faktors wird nur die Verteilung in der Nihe 


(et —% 4 1)? 
der Abfallstelle betrichtlich modifiziert. Ferner wirkt die Massenbewegunyg 
auf die Verteilung so, dab im Gebiet, wo 7, >- O ist, die mittlere Gesehwindig- 
keit kleiner wird, und im Gebiet, wo §7 < 0 ist, die Geschwindigkeiten 
im Mittel gréBer werden. Wenn wir die Verteilungsfunktion durch die 
Hohenlinien in der £7-Ebene veranschaulichen, erhalten wir die Héhen- 
linenkarte, wie sie in Fig. 3¢ qualitativ skizziert ist. Die kreisfOrmigen 
Héhenlinien verzerren sich in der linken Hilfte nach oben und in der 
rechten Halfte nach unten. Dies kann man folgendermawen deuten: In 
der linken Hiilfte der £x-Ebene hiufen sich die Teilehen, die in das be- 


treffende Volumenelement von der rechten Seite, wo das Gas nach oben 


40* 
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fliebt, eintreten. Die Geschwindigkeiten der Teilehen in diesem Gebi: 
richten sich daher mit gréberen Wahrscheinlichkeiten nach oben, wiihren 
es in der rechten Hialfte der §7-Ebene umgekehrt der Fall ist. 


7. Abklingung der Kernschwingungen. Wie wir am Ende des Abschnitts | 
besprochen haben, ist der Zustand, in dem die Temperatur irgendwie uy 
gleichmibig iiber dem Kern verteilt ist, nicht stationir, sondern er is! 


durch Uberlagerung vieler stationirer Zustinde konstruiert. Ebenso ist 


der Zustand, in dem der Impuls ungleichmibig verteilt ist — z. B. der 
Zustand, in dem die Kernmaterie schwingt — nicht stationir, sonder) 


diese Impulsverteilung (oder die Schwingung) wird nach einer Weile voll- 
stiindig verschmiert. Wenn wir nun den Kern als einen Kristal! betrachten, 
so kommt diese Abklingung der Kernschwingung dadurch zustande, dali 
durch die Kopplung zwischen den Eigenschwingungen die ihm benach- 
barten Eigenschwingungen allmihlich angeregt werden, bis schlieBlich die 
Energie iiber alle Eigenschwingungen nach dem Planeckschen Gesetz 
verteilt ist. Die einfache Schwingung, die am Anfang im Kern vorhanden 
war, wird gedimpft, und die Energie verwandelt sich in Wirme. Wenn wir 
den Kern als Gas betrachten, wie wir das hier getan haben, kommt diese 
Abklingung durch die Kopplung zwischen der Massen- und inneren Be- 
wegung zustande. Diese Kopplung déubert sich naimlich als innere Reibung, 
die den Widerstand gegen Scherebewegung bedeutet, und dadurch wird 
die Schwingung allmihlich gebremst und die Energie verwandelt sich 
in Wirme. Als Anwendung der Uberlegungen, die wir in den vorhergehenden 
Abschnitten ausgefiihrt haben, werden wir nun die Abklingung der Kern- 
schwingungen vom letzteren Standpunkt aus niher betrachten. 


Nach der Hydrodynamik der zihen Flissigkeit betrigt die Warme- 
energie, die in einer Volumeneinheit pro Zeiteinheit entsteht: 


lke 42 eee (7.1 
re 0 x3 az) 8 \dzx,/ | , 
Die Schwingungen, fiir die der Ausdruck in der geschweiften Klammer 
nicht verschwindet, miissen daher abklingen. Wir wollen nun die Ab- 
klingung der Schallwellen betrachten und zeigen, dab die Zihigkeit der 
Kernmaterie in der Tat sehr grof ist. 
Bei einer longitudinalen Schallwelle sind die Geschwindigkeits- 


komponenten der Schwingung folgendermaBen gegeben: 


u, = asinks sin 2 zyvt, | 
u, =u, = 0, 
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vo a die Amplitude, k die Wellenzahl und » die Frequenz ist. In (7. 1) 
eingetragen ergibt sich 

AER 4) 
~ = —!@?k’ cos?k a sin? 22 yt, (7.3) 
At 8 


und daraus folgt, daB die mittlere Energiedissipation in einer Volumen- 


—> 


einheit pro Zeitemheit betrigt 





! Py 
A D 7 9 1.9 = 
. a > =—@ ke. (7. 4) 
A 3 
Da nun aber die mittlere Energiedichte der Schallschwingung gegeben ist 
durch = 
E=o*, } 28 
; (4. 2) 

} ; = }a*o, | 


wo o die Dichte bedeutet, so labt sich, wenn wir die Schallgeschwindigkeit 
mit v, die Periode mit t bezeichnen, die Abklingungszeit rt in die Form 


ausdriieken: 











2E 3 ov 
~ AE 82? » v 
| t (4 5) 
3 oO vy? t* 
7 5 x? 1] 





Die Geschwindigkeit r kann man berechnen, wenn man die Kompressibilitiat 
der Kernmaterie kennt. Diese kann man aber abschitzen, indem man 
annimmt, dai im Kerngas jeweils die Fermische Gleichgewichtsverteilung 
fir die Temperatur Null vorhanden ist. Bethe hat auf diese Weise den 
Wert 
ve? = 3,7 - 10" (em see)? (7. 7) 
vefunden!), 

Fiir die weitere Diskussion ist es nun zweckmiiBig, folaende Eimheiten 


eimzufiihren: 





Mas-eneinheit : m = 1,66-10-*4 ¢ (Protonenmasse), 
: ee h oa i 
Liingeeinheit: == = $,71-10-" cm, 
) mF, 
at h idl cial 7 2 
Zeiteinheit : . = 1,92-10-** sec., (/.9) 
E, 
r . . 4 = ‘ 
lemperatureinheit : 7. = 2,47-10"' Grad, 
Ey, = 28. TME (Fermische Grenzenergie). 


') H. Bethe, lc. § 53, C. 
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Die Zahigkeit 7, ist in diesen Einheiten gegeben durch 





l 
1 0.44 a? (4.0 
]* 
Die Schallgeschwindigkeit + und Dichte o betragen ferner 
rx 0,18, (7. 10 
0 = OU. (7.11 
Tragen wir diese Werte in (7.6) ein, so erhalten wir 
tv08 T? ?*, (7. 12 


oder, wenn wir als MaB fiir die Abklingune das Verhiiltnis 7)? einfiithren, 


bekommen wir 


T = " 
a | ee (7.18 
t My 


Man kann aus (7. 18) ersehen, da® das Verhiiltnis t/t stets kleiner als 1 ist. 
auber wenn 7? » > 1,2 ist. Da T aber unter gew6hnlichen Umstiinden 
stets die GréBenordnung ' 4) hat, so mub y sehr klein sein, damit dic 
Schwingung tiberhaupt méglich ist. Die Frequenz y kann aber nicht beliebig 
klein sein, weil die Wellenlinge der Schallwelle offenbar nicht gréBer als 


Kernradius sein kann. Die minimale Frequenz betrigt: 


Vay 2 Schallgeschwindigkeit, Kernradius, 
= OA. (7.14 


T muh daher selbst fiir diese langsamste Schwingung schon die GréBben- 
ordnung 0,7 haben, die eine sehr hohe Temperatur bedeutet. Der Atomkern 
ist also nach unserem Modell so zih, dab er fast keiner Schallschwingung 
fihig ist, auber wenn er erhitzt und sozusagen geschmolzen ist (oder richtiger 
gesagt, leicht beweglich gemacht ist, weil es sich hier keineswegs um den 
Ubergang zwischen zwei Phasen handelt). Der ,,.Schmelzpunkt™ liegt aber 
sehr hoch, und je gréSer die Frequenz ist, um so héher ist sein Wert. Wir 
kOnnen auch feststellen, dafi es nicht nur bei Schallschwingungen, sondern 
auch bei allen Schwingungen, fiir die der Ausdruck in der geschweiften 
Klammer in (7.1) nicht versehwindet (d.h. bei allen Schwingungen, an 
denen die Formiinderung beteiligt) der Fall ist. Der einzige Schwingungstyp. 


bei dem keine Formiinderung vorkommt, und ausnahmsweise keinerle! 
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Abklingung stattfindet, ist die Schwingung, bei der jedes Fliissigkeits- 
element in radialer Richtung mit der Geschwindigkeit, die proportional 
zum Radius ist, schwingt. Der Atomkern kann daher bei gewéhnlichen 
Temperaturen seine Anregungsenergie nur in Form von Wirme behalten. 
Dieses Ergebnis entspricht also ganz der Bohrschen Annahme, dab die 
Bewegung der Kernbausteine im angeregten Zustand eine vollkommen 
unregelmabige Wiirmebewegung sein mubB. Unser Ergebnis zeigt auch, 
dafi die Sechwingungen, die nach Bohr?!) beim Kernphotoeffekt eine Rolle 
spielen, nicht einfach als elastische Schwingungen der Fermi-Gaskugel 
hetrachtet werden kénnen: sondern dab es sich hier offenbar wm innere 
Schwingungen handelt, die mit der Abweichung der Kernmaterie vom 
Gaszustand verkniipft sind und auf eine Struktur der Fliissigkeit hindeuten, 


die in unserem veremntachten Modell nicht enthalten ist. 


8. Ausbreitung der Werme in der Nernmaterie. Wir haben gesehen, 
dafi im Kern infolge der groBen Zihigkeit im allgemeinen keine Lnpuls- 
ungleichmabigkeit (Massenbewegung) auftritt. Ebenso laBt es sich zeigen, 
dab sich lokale Temperaturschwankungen unter gewOhnlichen Umstiinden 
sehr schnell ausgleichen werden. Man erkennt dies am einfachsten foleender- 
maben, 

Wir nehmen einfachheitshalber an, dab der Kern unendlich grob ist. 
In der Zeit Null sei die Verteilung der Temperatur T derart, dab im rechten 
Halbraum T = 0, und im linken Halbraum T = 7% ist. Wir fragen nun, 
wie grof} die Zeit sein wird, in der sich die Temperatur in der Entfernung rp 
von der Mitte um } 7, andert, wobei rg von der GréBenordnung des Kern- 
radius ist. Wir rechnen ferner so, als ob die Wirmeleitfaligkeit und 
spezifische Wirme von der Temperatur unabhingig wiiren, indem wir als 


ihre Werte die an der Temperatur } 7, annehmen. 


Diese Frage laBt sich mathematisch einfach behandeln. Die Tem- 


peraturverteillung in der Zeit ¢ ist gegeben durch 





T ‘14/00, 2 
T (z,t) = a y ( ye —) (8. 1) 


2 x Vt 
mit 
oP 
y (2) | « dé (8.2 
|: . 


') N. Bohr, Nature 141, 326, 1938. 
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wenn wir die z-Achse von links nach rechts gelegt haben"). Die ,,Halbwerts 
zeit’ t ist dann die Lésung der Gleichung 


1 — v(5 | gC ) ” 1 i (8.3) 


Zz \r 
Lésen wir diese Gleichung, so erhalten wir 


1 oC,r% 


092 x | 





Wir fiihren nun das Einheitensystem (7.8) ein. Die Warmeleitfahigkeit 
laBt sich in den neuen Einheiten ausdriicken: 
1 


x= 114-, 8.5) 
Zz ell 


und ferner kénnen wir C’, aus der Formel (4.15) entnehmen: 
Cy = 4,9 T. (S. 6) 


Tragen wir nun (8. 5), (8. 6), rg = 1 und 9 = 50 in (8. 4) ein, so erhalten wir 


T = 230 T°. (8. 7) 


Fiir die Temperatur 7, +! ,9, wie es gewohnlich der Fall ist, ist daher 1 
von der GréBenordnung !/,. Daf die Wiirmeausbreitung so schnell vor sich 
geht, d. h. mit einer Geschwindigkeit, die gréBer als die Molekiilgeschwindig- 
keit selbst ist, hat offenbar keinen Sinn und besagt, dab die angenommene 
Temperaturverteilung gegen unsere Voraussetzung nicht als langsam 
verinderlich betrachtet werden darf. Allein man kann wohl behaupten, 
da das Temperaturgleichgewicht unter gewéhnlichen Umstinden sehr 
schnell, in einer Zeit von der GréBenordnung 1, zustande kommt, und 
daher diese Zeit ginzlich vernachliassigt werden darf. Wenn aber die Tem- 
peratur sehr hoch steigt, wachst die ,,Halbwertszeit* + nach (8.7) schnell an. 
Die endliche Zeitdauer der Wirmeausbreitung wird sich daher bemerkbar 
machen, falls es sich um eine starke lokale Erhitzung des Kerns handelt, 
wie es wohl bei einem ZusammenstoB vom Atomkern mit einem sehr energie- 
reichen Teilechen der Fall sein wird. Hier wird nimlich der Punkt, wo der 
Atomkern vom stoBenden Teilchen getroffen wurde, zuerst stark erhitzt, 
und die Verdampfung kann schon an dieser Stelle einsetzen, ehe die Warme 


1) Z. B. Frank-v. Mises, Differentialg]l. d. Physik, Bd. IT, 3. Abschnitt, 
S. 536. 
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iiber den ganzen Kern sich ausgebreitet hat!). Diese Erscheinung hat insofern 
eine gewisse Ahnlichkeit mit dem selektiven Kernphotoeffekt, wie er von 
Bohr diskutiert wurde, als hier auch ein ,,Ubergangszustand” auftritt, 
bei dem es sich um die Konkurrenz zwischen zwei Erscheinungen (bei dem 
Photoeffekt zwischen Ausstrahlung und Abklingung, hier aber zwischen 
Verdampfung und Warmeausbreitung) in diesem Ubergangszustand 
handelt. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Heisenberg fiir die 
freundliche Anregung zu dieser Arbeit und manche wertvolle Diskussion 
meinen herzlichen Dank auszusprechen. Ebenso danke ich dem Deutschen 
Akademischen Austauschdienst, der mir meinen Aufenthalt in Leipzig 


erméglicht hat. 


Levpzig, Institut fir theoretische Physik, den 1. Juli 1938. 


Anhanq. 


Wie in Abschnitt 1 besprochen wurde, besteht der StoBquerschnitt w (g, /), 
entsprechend verschiedenen Typen von ZusammenstéBen, aus verschiedenen 
Summanden. Um einen bestimmten Fall ins Auge zu fassen, betrachten wir 
den ZusammenstoB, bei dem ein Proton mit positivem Spin beteiligt ist. Dieses 
kann jeden von den folgenden vier Typen von Zusammensté8en erleiden: 


1. Zusammenstofs mit einem Proton mit positivem Spin; 

2. ZusammenstoB mit einem Proton mit negativem Spin; 
3. ZusammenstoB mit einem Neutron mit positivem Spin; 
4. ZusammenstoB mit einem Neutron mit negativem Spin. 


Der GesamtstoBquerschnitt besteht entsprechend aus vier Summanden. 
Fir den Wirkungsquerschnitt sind bekannterweise die Phasenverschiebungen 
Ssq g 
der radialen Wellenfunktionen maSgebend. Wir fiihren also die Phasen 6/;/ 
1 = 0,1, 2,3,...; 4&7 = 1 oder 3, ein, die folgendermaben definiert werden: 
, » ') 5 
Die Lésung der radialen Wellengleichung mit der azimutalen Quantenzahl | 


h jd? u, l (i + 1) fe 7, 
awldar a se J*! (r)} a, = V, (1) 


die im Koordinatenursprung verschwindet, sei asymptotisch 


u (r) sin (kr — $1 + di), (2) 
worin 
, mg . 1 ‘ ' 
k= ah ’ E 7 mq-. (3) 


J‘J (r) in (1) stellt dabei das Potential fiir die Wechselwirkung der Teilchen dar. 
Dabei bedeuten J*? (r), J®! (r), J®% (r) und J'! (r) der Reihe nach die Potentiale 


1) Vgl. H. Bethe, Phys. Rev. 53, 675, 1938. 
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fiir die *S-, 'S-, 9J?- und 'P-Kraft. Die Wirkungsquerschnitte fiir die vier ver- 
schiedenen Fille werden folgendermaBen dargestellt : 





» ere 7 |, O 1 er 1) P, (cos #) 

2. 2 (9,0) = tl Se ener 1 P, (cos #) | 
rf = e+e erat — 1) P, (cos #) 
- Glieder, die in cos # ungerade sind. 

3 59) « 4 - on (27 +1) ert 1) P, (cos #) 


- Glieder, die in cos # ungerade sind. 


oe 
ae 


4. wy(g.8) = _— Ss (2/4 1) (e221 


' 
ungerade 


1) P; (cos #) ; 


1 | oj; jtl 2 
Q p22 | S (27+ 1) (e~' — 1) P, (cos #) 
8k ungerade 
1 9 jo 9 
— | > (20+1) (e* —1) P, (cos 8) 
8k werade 
J Ss 210] ’ ) ¢ |? 
Tepe) a (20 + 1) (¢ 1) P; (cos #) | 





verade 








-+ Glieder, die in cos ? ungerade sind. 
Der GesamtstoBquerschnitt ist die Summe aller dieser vier w. Da wir aber 


dabei die Glieder, die in cos /) ungerade sind, nach der Bemerkung in Abschnitt 2 
weglassen kénnen, erhalten wir einfach: 


95933 2 
9) = 5 {9| SS ets 1’ — 1) P, (eos 9) 





Sk ‘ungerade 
aid}! (2 
+3 p> (21+ 1) (e"' { —1) P, (cos #) | 
gerade | - 
jis 2 (9) 
+3 - (22 + 1) (e°*"! — 1) P; (cos #) | 
gerade 


11 


> (2l+ 1 


ungerade 


1) P, (cos #) F ° 





Wir entwickeln nun (5) in eine Reihe nach Kugelfunktionen. Wir brechen 
dabei die Summation iiber / in (5) fiir ] = 2 ab, denn die héheren 6, sind schon 
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verhiltnismiBig klein. Durch Einsetzen dieser Entwicklungskoeffizienten 
in (3.10) und (5. 8) erhalten wir 


l 
© fata AR 3 sam? ALS ! Q gin? 3 une jl il 
a 3R [12 (sin? 63! + sin? 6)*) + 18 (9 sin? 67° + sin? O}') 
+ 15 {sin®? d)! + sin? d3! — sin? (0)! O3') + sin? d)° +- sin? 5} 
iu , senda, 5. cates = . 
sin? (d}% — d}8)) + —F (sin? )3! -+ sin? 0}*)], (6) 
JU 


o—oa”) = Wr [12 (sin? )}! + sin? 6)°) + 9(9 sin? 63° + sin? I 1) 
8k? 
rn $1 cae 7 , 31 _—s =" 
sin? O8! + sin? dg sin? ()) OZ!) + sin? 0}° + sin? 0} 
2625 
sin? ())* — o)*)} + ——— (sin? 03! + sin? 0}*)). (7) 
ob g 5 


[Cm nun die Phase ) zu berechnen. legen wir das Kastenpotential zugrunde: 
=) a 
wir setzen also an: 
0) fir ra 
i a ) 
J } (7) ij 7 (3) 
A fiir r<a. 


Dieses Potential gestattet nun die Phase analytisch auszudriicken: 


I kJ, 1 i (ka) J, 1 1 a (k’ a) kd) 1 (k’a) J, ‘ 1 . (ka) 
iJ = aretg (—) : a . aa 2 . (9) 
| re ’ (ka) J, 1), (ka) a ne (k’a) J 11 (ka) 


worn J die Besselsche Funktion und i” die Wellenzahl im Potentialtopf be- 
deutet : 


kb’ = 1m (AY + BE) ih. (10) 
Wir bezeichnen nun 
g= 297. | 
k=kaz, ' (11 


;’ _~) . | 
i 2 Faz, 


WO Jo baw. Ly bzw. ky die maximale Geschwindigkeit bzw. maximale Energie 
bzw. maximale Wellenzahl der Fermi-Verteilung bedeutet. Dann kénnen wir 0 
als Funktion von «x darstellen. Dabei werden folgende numerischen Werte 
zugrunde gelegt: 

E, 23 TME.., 

Yo 6.41 + 10% em sec, 





ko 1,02 - 10 em“, (12) 
a 2,.2-10-" cm, 
A = 32,6 TME., 431 = 3.413, 411 3.413, 433 2413, 


A‘? und a sind so bestimmt, daB sie den richtigen Wert des Messendefektes fiir 
das Deuteron geben. A?! ist so bestimmt, dal das Singulettniveau des Deuterons 
ungefihr an Null liegt. Ferner sind A'! und 4** so bestimmt, dab sie die Volz- 
schen Bedingungen‘) 

431 4 3 433 0) (13) 
3 413 | A3l | 3 433 ! 4! () | 
erfiillen. 


1) H. Volz, ZS. £. Phys. 105, 537, 1937. 
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Die Abhingigkeit der verschiedenen Phasen von « sind in Fig. 4 dargestell 
Dabei sind aber 6}°, 63° und 63! nicht durch die Formel (9), sondern dure 


die Naherungsformel, die fiir kleine Phasen giiltig ist, ausgerechnet : 











kj ax 
ss . 
- Aid 4 
i) = i \i2 
Oo, = —- J (x) = d x. 
l ‘ 2 m+! J 
2B, | 2 
7 
30 
20 
‘ ‘ 
| _| 
ha) 
S Ye 
820 ne 
S S 
S R 
Ss S 
S < 
S$ $ 
2 
° S 
5 0) S 
~ 
<= a> 
a 
QS 
0 GS 
t-.e, 
Fig. 5. Abhingigkeit der Stofquer- 
0 schnitte von x. In der Figur sind die 
_peamaiees dimensionslosen GréBen 
Fig. 4. Abh&ingigkeit der verschiedenen 8k20 und 8 k*(o 


Wenn wir also die 6 kennen. kénnen wir o und o 
Fig. 5 gegeben. Die effektiven StoBquerschnitte (), 


























Phasen von z. 


darstellen. Sie sind in 
und Q, sind nun graphisch ausgerechnet worden: 


v, = 


ts 





bezeichnet. 


1 
———. - ]8. ] = 2,17 - 10-26 em?, 
(8k)? 

1 8.8 1.06 - 10-26 em2 
— — . Oy, =. ° »- © ; "> 
(8 ky)? 





-o) als Funktion von x 


(14 





(15) 
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Resonanzen bei der (n,«)-Umwandlung von Neon. 
Von K. Gailer in Heidelberg. 
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 2%. Juli 1938.) 


Bei der Umwandlung von Neon durch schnelle Neutronen wurden fiir die aus- 
tretenden a-Teilchen diskrete Energiegruppen gefunden. Diese werden als 
Resonanzaustritt der «-Teilchen gedeutet. 


1. Problenstellung. Bei der Atomumwandlung mit Hilfe von geladenen 
Teilchen sind seit lingerer Zeit bestimmte charakteristische Knergien fiir 
diese Teilchen bekannt, fiir welche die Ausbeute ausgepriigte Maxima 
erreicht. Man spricht in solehen Fallen von ,,Resonanzeindringung” der 
Teilechen in den Potentialberg des Kerns von auben her. Bei Umwandlungen 
durch schnelle Neutronen konnten solche Resonanzen bis vor kurzem nicht 
beobachtet werden, weil man nicht tiber homogene Neutronenstrahlen 
von abstufbarer Energie verfiigt. Kiirzlich hat jedoch Wilhelmy') einen 
Weg gefunden, Resonanzen auch bei (n,«)- und (n, p)-Prozessen zu beob- 
achten: Man bestrahlt mit Neutronen von kontinuierlicher Knergieverteilung 
und mibt die Energieverteilung der entstehenden Teilchen. Auch hier findet 
man diskrete Energiegruppen. Jede solche ,,Austrittsresonanz** ist identisch 
mit einer ,,Eindringungsresonanz** des Neutrons; die Resonanzenergie 
des Neutrons ]abt sich riickwirts aus der Energiebilanz berechnen. Mit 
jeder Resonanz tritt ein Anregungszustand des Zwischenkerns in Erscheinung, 
der auf diese Weise ausgemessen werden kann. In der vorliegenden Arbeit 
wurde die Methode von Wilhelmy auf die Umwandlung von Neon durch 
Neutronen angewandt. 

Neon besitzt drei stabile Isotope 1oNe™, 10 Ne”, 10 Ne** mit den Hiiufig- 
keiten 90%, bzw. 0,27°% bzw. 9,73°%. Infolge seiner geringen Haufigkeit 
scheidet , Ne”! fiir die Beobachtung praktisch aus. Wir haben daher nur 


noch die folgenden Reaktionen zu betrachten: 


la) Ne” (n, y) yNe”, 
1b) Ne? (n, y) yNe?*’, 
2a) Ne” (n, p) oF”, 
2b) Ne? (n, p) oF", 
Ba) ygNe”? (n, a) gO", 


3b) Ne? (n, a) gO. 


') E. Wilhelmy, ZS. f. Phys. 107, 769, 1937. 
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Die Anlagerungsprozesse la) und 1b) sind bei Verwendung schneller Neu 
tronen sehr unwahrscheinlich und scheiden fiir die weitere Betrachtun: 
aus. Der ProzeB 2b) ist sehr unwahrscheinlich, da er zu emmem um dr 
Masseneinheiten schwereren Isotop fiihrt als das schwerste natiirlich vo) 
kommende Isotop gF!. Der Prozef{ 2a) wird wohl existieren, doch schein: 
er gegeniiber Prozels 3a) wesentlich schwiicher zu sein. Hierfiir sprich 
der Umstand, dab Jaeckel*) wie auch Harkins, Gans und Newson? 
in der Nebelkammer bei Neon keinen (n, p)-Prozef feststellen konnten. 
Beobachtet sind bei der Umwandlung von Neon durch schnelle Neutronen 
bisher nur Prozesse, die unter Emission eines ¢«-Teilehens verlaufen, also 
Prozesse von der Art 8a) und 8b). Dabei ist allerdings der Prozeb 3a) 
wahrscheinlicher als der Prozefh 3b). [Jaeckel gibt unter 34 Neon- 
umwandlungen in der Wilson-Kammer nur eine als fiir den Prozeb 3b) 


wahrscheilich an. | 


2. Versuchsanordnung. Es wurde die folgende im wesentlichen bereits 
von Wilhelmy benutzte Versuchsanordnung verwendet: Die Innen- 
elektrode einer mit Neon*) von Atmosphirendruck gefillten Ionisations- 
kammer war mit dem Gitter der Eingangsréhre (EKlektrometerréhre T 113) 
eines aus zwel Verstarkungsstufen und einer Endréhre bestehenden Pro- 
portionalverstirkers verbunden. Die Registrierung der IonisationsstOfe 
geschah mit einem Schleifenoszillographen von Siemens, bei dem zwei 
Schleifen hintereinander geschaltet waren. Die Ausschiiige der einen 
Schleife wurden mittels Zylinderlinse auf bewegte Bromsilberpapierstreifen 
abgebildet, wihrend die zweite Schleife die Ausschlige zur visuellen Kon- 
trolle auf eine Mattscheibe gab. Die Proportionalitit des Verstirkers 
wurde eingehend gepriift. 

Die Ionisationskammer ist in Fig. 1 wiedergegeben. Die Kammer 
muBbte so groB und der Gasdruck so hoch gewahlt werden, damit die zu er- 
wartende Reichweite der Teilechen geniigend weit unterhalb der Kammer- 
abmessungen blieb. Bei den gewaihlten Bedingungen haben «-Teilchen 
von 6e-MV (das entspricht der maximalen ausgemessenen Energie) eine 
Reichweite von héchstens 8 em, wihrend die Abmessungen der Kammer 


12 bzw. 21em betragen. Eine Kammerspannung von 2500 Volt erwies 


1) R. Jaeckel, ZS. f. Phys. 96, 151, 1935. — *) W. D. Harkins, 
D.M. Gans u. H. W. Newson, Phys. Rev. 44, 529, 1933 und 47, 52, 1935. 
- 8) Der Gesellschaft fiir Lindes Kismaschinen, Hollriegelskreuth b. Miinchen, 
sei auch an dieser Stelle fiir die Uberlassung des fiir diese Untersuchung bendétigten 
besonders reinen Neons bestens gedankt. 
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sich als ausreichend fiir eine geniigend schnelle Abscheidune der Lonen. 
Die Innenfliiche der Kammer war vollkommen mit emer 0.05 im dicken 
Silberfolie ausgekleidet, da, wie sich bet Wilhelmy zeigte, schnelle Neu- 


tronen Teilchen aus dem Messing auslésen. In der Mitte des als Hoch- 


spannungselektrode ausgebildeten) Kammergehiiuses war hinter einem 
| 0.5 mm weiten, 1mm langen Kanal ein schwaches Po-Priaparat angebracht, 


welches ei o-Strahlbiindel in die Kammer senden konnte. wenn eine von 


auben mittels Schliff drehbare Blende aus Silberblech den Kanal freigah. 
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Fig.1. lonisationskammer. 


Auf diese Weise wurde bei langen Registrierzeiten in Abstinden von 20 Mi- 
nuten eine Eichung der Anordnung sowie eine visuelle Kontrolle des Ver- 
stiirkungsgrades vorgenommen. Kleine Anderungen des Verstirkungs- 
grades konnten durch einen variablen NebenschluB za den Oszillographen- 
schleifen kompensiert werden. Der Nulleffekt der Kammer betrug etwa 
6 Teilchen pro Minute gegeniiber 30 Teilchen pro Minute fiir die Unwandlung 
von Neon durch sehnelle Neutronen. Der Nulleffekt zeigte keine Andeutung 
von Maxima, insbesondere nicht an der Stelle der Po-«-Knergie. Als Neu- 
tronenquelle diente ein (Rn-+- Be)-Praparat mit bis zu 90 mC. Zwischen 
Neutronenquelle und Ionisationskammer wurden 15 cm Blei eingeschaltet, 


damit die Nullage nicht durch die intensive y-Strahlung der Quelle gestért 


wurde, 
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3. Irgebnis. Das experimentelle Ergebnis ist in Fig. 2 dargestellt. 
Hierbei ist die absolute Zahl der beobachteten Umwandlungen in Abhingig- 


keit von der bei dem Umwandlungsprozebh freiwerdenden Gesamtenergie 
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Fig.2. Energieverteilung der Teilchen aus Neon mit (Rn + Be)-Neutronen. 








(Energie des austretenden «-Teilchens + RiickstoBkern) aufgetragen. Man 
sieht ohne weiteres, daf die Kurve keinen glatten Verlauf nimmt; sie zeigt 
vielmehr Haufigkeitsmaxima bei Energien von rund 1,7; 2,4; 3,8; 4,8; 
5,3 e-MV. Die gestrichelt eingezeichnete Verteilungskurve fiir die Po-Eich- 


strahlung gibt eine Vorstellung von der erreichbaren Auflésung. 
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4, Diskussion. Wie bereits Wilhelmy gezeigt hat, kann die Energie- 
verteilung der benutzten Neutronen, die sehr verwaschen ist, nicht fiir die 
Kntstehung der Maxima in Fig. 2 verantwortlich gemacht werden. Die 
Maxima miissen somit in der Umwandlung selbst ihren Ursprung nehmen. 
Man kommt dabei zu der Auffassung, dab unsere ausgezeichneten Energie- 
werte gewissen angeregten Zustinden des Zwischenkerns (,)Ne*! bzw. 
Ne”) entsprechen; d. h. der Anfangskern sucht sich aus dem kontinuier- 
lichen Neutronenspektrum jene Neutronenenergien heraus, die zu einem 
moéglichen Anregungszustand des Zwischenkerns und damit zu einer Re- 
sonanzumwandlung fiihren. Man kann als sicher annehmen, dab alle beob- 
achteten Maxima durch «-Strahlen hervorgerufen werden. Protonen von 
etwa 2 e-MV oder mehr hatten schon zu grobe Reichweiten, um ihre Ge- 
samtenergie in der Kammer abgeben zu kénnen, und so ein scharfes Maxi- 
mum zu erzeugen. Es kime also héchstens das erste Maximum als Protonen- 
maximum in Frage, aber auch dies ist recht unwahrscheinlich, weil bisher 


in der Wilson-Kammer keme Protonen beobachtet wurden. 


DaB die Maxima in unserer Kurve (Fig. 2) nicht so deutlich aus- 
vepragt sind, wie dies etwa bei dem von Wilhelmy!) untersuchten 
ProzeB 2N™ (n, «) 5B! der Fall ist, kénnte seinen Grund darin haben, dal 
die Maxima zum Teil ziemlich eng beieinander liegen und sich daher iiber- 
lagern. Eine verhaltnismaibig grobe Zahl von Maxima kénnte auf ver- 
schiedene Weise zustande kommen. Erstens ist es nicht ganz ausgeschlossen, 
daf auBer dem Prozeb 8a) auch der Proze 3b) mit merklicher Hiufigkeit 
auftritt; dieser wiirde natiirlich andere Resonanzenergien besitzen. Zweitens 
ist nicht sicher, ob der aus dem Zwischenkern entstehende Endkern stets 
in demselben Anregungszustand (Grundzustand) zuriickbleibt. Die Unter- 
suchungen von Harkins und Mitarbeitern und von Jaeckel nach der 
Wilson-Methode haben zu dem Ergebnis gefiihrt, dab die totale Energie- 
tonung der Umwandlung in recht weiten Grenzen schwankt. Das wiirde 
bedeuten, dafS der Endkern O' in mehreren verschiedenen Anregungs- 
zustiinden auftritt?). In diesem Falle gehéren aber zu einem bestimmten 
Zustand des Zwischenkerns auch mehrere Energiegruppen der «-Teilchen, 
die sich um die Energiedifferenz der Endkerne unterscheiden. Nach Stetter 
soll z. B. O! eine Anregungsstufe von 1,4 bis 1,6 e-MV haben. Energie- 
differenzen von dieser Grébe kénnten in unserem Spektrum Fig. 2 wohl 

1) E. Wilhelmy, ZS. f. Phys. 107, 772, 1937. — #) Vgl. hierzu auch 
G. Stetter, ebenda 100, 652, 1936 und E. Fischer-Colbrie, Wien. Ber. 
145, 283, 1936. 
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vorkommen, doch soll dieser Punkt hier nicht weiter verfolgt werden 
Ebenso scheint die Auswertung der Ergebnisse hinsichtlich der Resonanz 
energien der Neutronen nach dem Schema von Wilhelmy nicht sinnvoll, 
solange die erwahnten Punkte nicht geklart sind. 


Zusammenfassung. Bei der Umwandlung von Neon durch schnell; 
Neutronen kontinuierlicher Energieverteilung wurden fiir die austretenden 
«-Teilchen bestimmte Energiegruppen gefunden. Die gemessenen Gesamt- 
energien («-Teilchen +- Riickstobkern) liegen bei 1,7; 2,4; 3,8; 4,8; 5,3 e-MV. 
Diesen Gruppen kénnen Anregungszustiinde des Zwischenkerns (Ne?!, 
eventuell auch Ne?’) zugeordnet werden, doch ist diese Zuordnung noch 
nicht eindeutig, solange nicht geklirt ist, welehe Anregungszustiinde des 


Endkerns bei dem ProzeB auftreten kénnen 4). 


Herrn Prof. Dr. W. Bothe danke ich herzlich fiir die Aufnahme in 
seinem Institut, fiir die Anregung zu dieser Arbeit sowie fiir sein stets 


forderndes Interesse. 


Hewdelberg, Institut fir Physik am Kaiser Wilhelm-Institut fiir med. 
Forschung, Juli 1938. 


1) Nachtrag bei der Korrektur: Inzwischen hat W. E. Burcham die An- 
regungsstufen des Endkerns O' aus der Reaktion F!* (d, «)O'’ genauer be- 
stimmen kénnen (Vortrag, British Association, Cambridge, Aug. 1938), so dal 
jetzt eine Zuordnung unserer Resonanzgruppen versucht werden kann. Die 
beiden tiefsten Anregungszustiinde des O! liegen nach Burcham bei 0,78 
und 2,93 e-MV. Es geniigen nun schon zwei Niveaus des Zwischenkerns Ne??. 
um die hier beobachteten Resonanzgruppen zu deuten. Nimmt man nimlich 
zwei Gruppen von 4,7 bzw. 5,3 e-MV als zum Grundzustand des Endkerns 
gehérig an, so sollten zu den beiden erwaihnten Anregungsstufen des Endkerns 
vier weitere Gruppen von 3,9 und 1,8 bzw. 4,5 und 2,4e-MV gehéren. Nur 
eine von diesen sechs Gruppen (4,5e-MV) ist nicht beobachtet, die iibrigen 
stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit mit den fiinf beobachteten iiberein. 
Nimmt man nun die Energieténung des Prozesses zu — 0,5 e-MV an, so ergeben 
sich fiir das eindringende Neutron die beiden Resonanzenergien 5,2 und 5,8 e-MV. 
Natiirlich sind weitere Resonanzen nicht ausgeschlossen. 
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Uber eine gasionisierende Strahlung einer 
Funkenentladung’). 


Von H. Raether, Jena. 
Mit 7 Abbildungen. (Eingegangen am 4. August 1938.) 


Es wird der Nachweis erbracht, daB ein Funke (in H,, Luft oder O,) eine Strahlung 
aussendet, die das Gas (H,, Luft oder O,) zu ionisieren vermag. Die Beobachtung 
erfolgt in der Nebelkammer, in der die Photoelektronen, die durch die kurz- 
wellige Strahlung (800 bis 1000 A) des Funkens im Gas ausgelést werden, 
durch StoBionisation zu einer Elektronenlawine verstiirkt werden. Die Ab- 
nahme der Dichte der Nebelspuren mit wachsendem Abstand von der Funken- 
strecke erlaubt die Messung der Absorptionskoeffizienten dieser Strahlung. 
Sie ergeben sich fiir Luft zu jizg¢g ™ 2 cm, fiir H, zu stzg¢9 ™ 0.8 em-! und 
fiir O, zu jizg¢9 ™ 5cm-!. — Eine solche gasionisierende Strahlung wird eben- 
falls von Gleitentladungen sowie im Vorstadium des Funkens von den so- 
genannten ,,Vorentladungskanilen“ erzeugt. Ks wird auf die Bedeutung der 
gasionisierenden Strahlung fiir den Ubergang der Elektronenlawine in den 
Funkenkanal hingewiesen. Die hier beobachtete Strahlung scheint, wie ein 
Vergleich der Absorptionskoeffizienten zeigt, mit der in einer Ziihlrohrentladung 
entstehenden kurzwelligen Strahlung identisch zu sein. —- Eine so kurzwellige 
Sonnenstrahlung wiirde bis in die Ionosphire eindringen kénnen, um deren 
Leitfihigkeit zu erzeugen. 


Einleitung. 

Das Ziel der vorliegenden Versuche ist die Feststellung, ob aus einer 
Funkenentladung eine Strahlung emittiert wird, die hinreichend kurz- 
wellig ist, um das Gas zu ionisieren und welche mittlere Reichweite diese 
Strahlung hat. 

Fir die Frage der Entwicklung von Entladungen (Funke, ebene 
und riumliche ,,Lichtenbergsche Figuren’, Blitz) ist es von Interesse, 
ob wihrend der Entwicklung der Elektronenlawine eine Strahlung ent- 
steht, die im umgebenden Gas Photoelektronen ausliést und somit die fiir 
den Ubergang der Lawine in eine selbstindige Entladung notwendigen 
Nachlieferungselektronen in kiirzester Zeit erzeugt”). Zur Beantwortung 
dieser Frage wurde vorerst in der folgenden Mitteilung untersucht, ob eine 
Funkenentladung iiberhawpt eine soleche Strahlung aussendet. (Es soll 
also hier noch nicht die Frage beantwortet werden, in welchem Stadium 





') Teilweise berichtet auf der Gautagung in Breslau (Juni 1938). — 
*) E. Flegler u. H. Raether, ZS. f. techn. Phys. 16, 438, 1935; ZS. f. Phys. 
99, 635, 1936; H. Raether, Phys. ZS. 15, 560, 1936. 
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der Entwicklung diese Strahlung ausgesandt wird.) Da die Versuche ei 
positives Ergebnis hatten, sollen einige Eigenschaften dieser Strahlun, 


mitgeteilt werden. 


Anordnung zum Nachweis der Strahlung. 


Zum Nachweis dieser kurzwelligen Strahlung wurde die Nebelkammer 
als empfindlichste und einwandfreieste Methode benutzt. Das Prinzip 
war folgendes: Die nachzuweisende Strahlung einer Funkenstrecke wurde 
von der Seite her in die Nebelkammer geschickt (vgl. die schematische 
Fig.1a). In dem Gas der Kammer findet der lichtelektrische Effekt statt. 
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Fig. la. Schema der Versuchsanordnung zum Nachweis der gasionisierenden 
Strahlung eines Funkens. 1 Funkenstrecke. 2 Elektroden der Nebelkammer. 
3 Glaswand der Nebelkammer. 4 Lichtstrahl. 5 Elektronenlawinen. 


Fig. 1b. Verlauf der Spannung an den Elektroden der Nebelkammer, die zur 
Verstirkung der lichtelektrisch ausgelisten Primirelektronen durch Stob6- 
ionisation dient. Z Emissionsbeginn der kurzwelligen Funkenstrahlung. 


Es wiirde nun nicht geniigen, kurz nach der Expansion die Einstrahlung 
vorzunehmen, da die sicher nur geringe Intensitit der Strahlung wenige 
Kondensationskerne erzeugt, die von den stets vorhandenen Konden- 
sationskernen nicht zu unterscheiden wiiren. Deshalb wurden diese licht- 
elektrischen Elektronen durch Stobionisation verstirkt, d.h. sie wurden 
zum Ziinden einer Lawine benutzt, die bequem in der Nebelkammer beob- 
achtbar ist!). Es wurde also gleichzeitig mit dem Spannungsstob, der die 
Funkenstrecke zum Ansprechen bringt, an die Elektroden der Nebelkammer 
eine annihernd rechteckige StoBbwelle von etwa 10-‘ see Dauer gelegt, die 
ausreichte, um eine gut beobachtbare Elektronenlawine von etwa 1 em Linge 
zu erzeugen (vgl. Fig. 1b). Die Zahl der Elektronenlawinen ist dann ein 
MaB fiir die Zahl der lichtelektrischen Prozesse. 

Die Nebelkammer und StoBspannungsanlage sind die gleichen, wie sie 
der Verfasser zur Untersuchung der Elektronenlawinen benutzte, deren 
Primirelektronen durch Quarz UV von der Kathode abgelést wurden 
(vel. I, §. 98 u. f.). 


1) H. Raether, ZS. f. Phys. 107, 91, 1937 (im folgenden als I zitiert). 
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Fig. 2 zeigt den Anbau der Funkenstrecke an die Glaswand der Nebel- 
kammer. Da bei der Expansion das mit Ionen verseuchte Gas aus dem 
Funkenraum in die Kammer gesaugt wurde, mubte dieser von der Kammer 
durch em Zelluloidfenster getrennt werden. Es wurde daher auf die etwa 
2mm grobe Bohrung in der Glaswand eme Zelluloidfolie (2) mit Apiezon- 
wachs aufgeklebt. Diese Folie hatte eime Bohrung von etwa 0,15 mim 
Durchmesser, welche mit emem diinnen Zelluloidhéiutchen (3) verschlossen 
wurde. Da das Hiiutchen infolge der starken Absorption der Strahlung 


im Zelluloid sehr diinn sein mubte, wurde der Funkenraum auf den Druck 


Fig.2. Der Anbau der Funkenstrecke an die Kammer 

1 Glaswand der Kammer. 2 Zelluloidplatte zur Halterung 

eines diinnen Zelluloidhiutechens (3). 4 Funkenstrecke. 
5 Glaskolben. 6 Pumpstutzen. 











des Kammerraumes vor der Expansion ausgepumpt und von thm ab- 
geschlossen. Um noch eine hinreichende Intensitét durch das Hiutchen 
hindurch zu bekommen, durfte es méglichst keine Interferenzfarben mehr 
zeigen. Hiiutchen von etwa 7,5-10-%em Dicke auf eine Offmung von 
0.15 mm Durehmesser aufgebracht, hatten geniigende Festigkeit, um die 
bei der Expansion auftretende plotzliche Druckdifferenz auszuhalten und 
lieben bei Luftfillung noch eine nachweisbare Strahlung hindurch. Die 
Wasserstoffstrahlung hingegen (Kammer und Funkenraum mit Hy gefiillt) 
ging noch durch strohgelbe Hiiutehen (1,5-10-%>em = Dicke) in- hin- 


reichender Intensitit. 


Die Funkenstrecke bestand aus Messing bzw. Aluminiumkugeln von 
3mm Durehmesser in einem Abstand von !, bis Imm. Die Ent- 
fernung Funkenstrecke— Hautchen betrug etwa 6mm, so dab em feiner 
Lichtstrahl ausgeblendet wurde und nicht die WKathode treffen konnte. 
An die Funkenstrecke wurde eine Stobspannung gelegt, die ein Mehrfaches 
der statischen Spannung betrug, so dais der Funke mit unmerkbarer 


Streuung ziindete. 


Ergebnisse. 


I. Luft. Fig. 8a, b,¢ zeigen typische Photographien von Elektronen- 
lawinen, deren Primiirelektronen durch kurzwelliges Licht in Luft aus- 


gelést wurden. Auf Fig. 8a sind noch die Glaswiinde des zwischen den 


Klektroden befindlichen Glassechseckes zu sehen, rechts ist die Funken- 
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strecke sichtbar. In Fig. 8¢ gelang es fiir wenige Aufnahmen ein diinneres 
Hiutchen als sonst zu verwenden, wihrend Fig. 3a und b mit Hiutchen 
der oben angegebenen Dicke das hiaufigere Bild sind. Werden Hiutchen 


von strohgelber Farbe verwendet, so treten selten Lawinen in der 





Kammer auf. Desgleichen geht durch eine Flubspatplatte von 0,4 mm 
Dicke keine gasionisierende Strahlung mehr hindurch. Dah diese Elek- 
tronenerzeugung im Gas stattfindet, laBt sich dadurch bekriftigen, dab, 


wenn die Spannung an den Elektroden der Nebelkammer umgepolt wird, 
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Fig. 3. Elektronenlawinen, deren Primiarelektronen durch kurzwelliges Licht 
einer Funkenstrecke (in a rechts sichtbar, in b und ¢ als Pfeil gekennzeichnet) 
im Gas ausgelist wurden. Luft, 273 Torr. Die Verstirkung e“* betrigt 
einige 103. Die Reflexe in a stammen von den Glaswiinden der Kammer. In 
b und ¢c ist nur der mittlere Ausschnitt wiedergegeben. In c, wo ein be- 
sonders diinnes Zelluloidfenster verwendet wurde, ist die starke Absorption 
der Strahlung im Gas an der Abnahme der Spurendichte gut erkennbar. 


die Lawinen nach der entgegengesetzten Richtung vorwachsen (vgl. Fig. 5). 
In weiterer Ubereinstimmung hiermit ist auch die Beobachtung, dab die 
Linge der Lawinenspur mit der aus der Stof{spannungsdauer berechneten 
in Kinklang ist (vgl. S. 619). 

Wir kénnen also zweierlei feststellen: 

1. Es wird aus der Funkenentladung eine Strahlung emittiert, die das 
Gas zu lonisieren vermag: 

2. die Absorption der Strahlung bei den verwendeten Drucken ist 


innerhalb der Kammer merklich (vgl. Fig. 8e). 
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Yu 1. Welehes Gas wird ionisiert ? 

In der Kammer befindet sich auber Luft die Kondensationssubstanz. 
Diese war in einer Versuchsreihe ein Alkohol-Wasser-Gemisch!), in einer 
anderen reines Wasser. Sowohl in der Intensitit als auch in der mittleren 
feichweite der Strahlung (vgl. unten) war kein merkbarer Unterschied 


vorhanden. Vergleichen wir die lonisierungsspannungen V; , so haben wir 


V 50) 12,5 Volt, 
V iyo) = 13,0 Volt, 
Vise) 15,8 Volt*). 


Hieraus kOnnen wir schlieBen, dab die Wellenlinge der Strahlung hochstens 
1000 A. betriigt. Sie entsteht vermutlich bei der Anregung der extrem 
ultravioletten Banden des Og und N,-Molekiils bzw. der ionisierten Mole- 
kiile, die zwischen 600 und 1000 A liegen?). 

Diese Wellenlingenbestimmung macht das oben mitgeteilte Resultat 
verstindlich, dab die Hiutchendicke emen wesentlichen EinfluB auf die 
Spurenzahl hat: Der Absorptionskoeffizient von Zelluloid betragt in einem 
Wellenlingenbereich von 300 bis 1000 A: sw 09 7-10° em? gr 4), also 
uw ~10%em. Kine Anderung der Hiutehendicke von 7,5-10-%em auf 
5-10-%em erhdht die durchgelassene Intensitit auf das Il2fache. Diese 
Anderung der Spurenzahl entspricht ungefihr der Beobachtung. 

Zu 2. Absorption der Strahlung. 

Fig. 3b und ¢ zeigen eme merkliche Abnahme der Lawinendichte 
innerhalb der Kammer, d. h. der reziproke Absorptionskoeffizient #~1 (em) 
ist von der Grébenordnung em. Um diesen genauer festzulegen, wurde 
der Abstand der Lawinenanfangspunkte von der Funkenstrecke aus- 
gemessen und jeweils die Zahl der Lawinen innerhalb ?/, em (An) als Funktion 
der Entfernung aufgetragen. In Fig. 4a ist die Verteilung von 50 Spuren 
wiedergegeben. Der Nullpunkt ist 4e¢m von der Funkenstrecke entfernt®). 
Um hieraus den Absorptionskoeffizienten zu bestimmen, wurde folgender- 


maben vorgegangen: Nimmt die Zahl der Lichtquanten n nach dem Gesetz 


') Siehe I, S. 95. *) Die lonisierungsspannung von C,H;OH ist un- 
bekannt (vermutlich liegt sie bei 10 Volt). 3) J. J. Hopfield, Phys. Rev. 
35, 1133, 1930; 36, 789, 1930. — *) H.M. O'Bryan, Phys. Rev. 40, 123, 
1932. /og = 7+ 10° em?/gr ist der bei 800 A gemessene Maximalwert. Die 
Abweichungen von diesem Wert in dem oben angegebenen Wellenlingen- 
bereich sind jedoch gering. 5) Spuren, die kleinere Entfernungen von der 


Funkenstrecke hatten, konnten in dieser Apparatur nicht photographiert 
werden. Es ist eine Kammer im Bau, die diesen Nachteil vermeidet. 
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n nye “* ab, so ist die Zahl der auf der Strecke dx absorbierte 
Quanten dn =wndae.  Betrachten wir, wie soeben, die Zahl der aut 
1/,cem stattfindenden Absorptionsprozesse d.h. An = nye” “* (L—e “*), 


so ergibt die Auftragung In Ang/An = wa den Wert des Absorptions- 
koeffizienten. In Fig. 4b ist dies auf Grund der Fig. 4a geschehen und 
ergibt einen mittleren Absorptionskoeffizienten 

uu ™ 0,65 em 1 bei 273 Torr 
bzw. umgerechnet 

uw~™~ i emt bei 760 Torr. 
Zur Kontrolle wurde der Enddruck in der Kammer auf die Hilfte herab- 


gesetzt und die Verteilung von 124 Spuren ausgemessen, die auch in Fig. 4b 
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Fig.4a. Zahl der Nebelspuren auf !}.cm (Jn) als Funktion der Entfernung (x) 
von der Funkenstrecke. 


J no 


Fig. 4b. Verteilung in logarithmischem Mafstab (Kurve yon a) bei 





273 Torr sowie 136 Torr. Jno Zahl der Spuren zwischen 4 und 4,5 em. 


wiedergegeben ist. Es ergibt sich « ~ 0,4 em! bei 136 Torr baw. 2,2 em! 


be 760 Torr, also innerhalb der Genauigkeit in Ubereinstimmung mit dem 
Wert bei h6herem Druck. Hieraus folgt, dab die Diimpfe der Kondensations- 


substanz keine sehr wesentliche Rolle spielen. 


I]. Wasserstoff.. Die gleichen Versuche wurden wiederholt, nachdem 
Kammer und Funkenraum mit Wasserstoff gefiillt worden waren. In 
Fig. 5 sind drei Aufnahmen von Lawinen in H, wiedergegeben. In a und ¢ 


wurde die Kammerspannung gegeniiber b umgepolt, so dal die Lawinen 


von der Mitte, wo die Elektronen ausgelést wurden, nach unten liefen. 














a | 
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Bei H, besteht imsofern eine Schwierigkeit in der Deutung, als die Lomi- 
sierungsspannung des H,-Molekiils 16,5 Volt betriigt, also um 3,5 Volt hoher 


liegt als fiir das H,O-Molekiil. Die emzige Moglichkeit zu entscheiden, 





AY 


o ¢ + 
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Fig. 5. Elektronenlawinen in H. (235 Torr), die durch lichtelektrischen Effekt 
im Gas geziindet wurden. In a unde ist die Spannung an den Elektroden 
der Kammer gegeniiber ) umgepolt, so dafi die Lawinen nach unten laufen. 
Der Pfeil stellt die Funkenstrecke dar. 
ob auch das H,-Molekiil ionisiert wird, bot die Anderung des Druckes. 
In Tabelle 1 ist die Zahl der pro 4, em gemessenen Spuren als Funktion 


der Entfernung wiedergegeben. 


Tabelle 1. Zahl der Spuren pro '/,cm (.1m) als Funktion der Ent- 
fernung von der Funkenstrecke (7) in Hy, bei 455 Torr. 
-....,. §—8D 5,5 —6 6— 6.5 6.5—7 a a 7.6—8 8 —8,5 

37 25 22 24 1d 1] 8 


In. 
In Fig. 6 ist das Verhiltnis Ang An als Funktion der Entfernung 
fiir 455 Torr (aus 142 Spuren) und 235 Torr (aus 149 Spuren) aufgetragen. 


Aus den Messungen bei 455 Torr ergibt sich 


u™~ O5em! hei 455 Torr 


bzw. 
“um OS em! ber 760 Torr. 


Auch hier, wie in Luft, iindert sich die Verteilung der Absorptionsprozesse 
wesentlich, wenn der Druck des Wasserstoffes halbiert wird. Aus Fig. 6 
ergibt sich 

uw ™ 03 em 1 bei 235 Torr 
bzw. 

uw ™~ 0.9 em 1 bei 760 Torr. 


Mithin wird das Wasserstoffmolekiil ebenfalls lonisiert, d. h. die Strahlung 


enthilt Wellenlingen von ~ 800 A. Da die Lyman-Serie (Grenze: 13,5 Volt) 
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zur lonisation des H,-Molekiils (15,83 Volt) nicht ausreicht, so hat man auc! 
hier, wie bei Og und Ng, die ultravioletten Banden des H,-Molekiils verant 
wortlich zu machen, die bis zu 810 A hinunter verfolet sind!). 
Beobachtet man die Lonisationsspuren einmal in Luft bei 273 Torr 
ein anderes Mal mit H,-Fillung von 455 Torr durch dasselbe Zelluloid 


fenster, so sind in Hy gréBbenordnungsmiibi; 











. | 4 mehr Spuren zu sehen. Da der Absorptions- 
y a H, vr koeffizient beider Gase bei diesen beiden 
7}-—e 455 Torr Drucken ungefahr gleich ist, mub man aut 
! wane Sl A 1 eine in Hg erheblich gréBere kurzwellige 
SIS 2 Intensitat des Funkenlichtes als in’ Luft 


schlieben. Damit steht die Beobachtung in 


Kinklang, daly man in Hyg auch noch bei 








einem strohgelben Zelluloidfenster mehrere 








J E 7 cm @ 


Ieee 


Fig. 6. Verteilungskurve derSpuren In Luft nicht mehr (vgl. unten). 
in H» bei 455 Torr (nach Tabelle 1) ’ : r , . 
5 III. Sauerstoff. Zum SchluB seien 


sowie bei 235 Torr. 
einige Beobachtungen in O,  mitgeteilt. 


Lawinen pro Expansion erhilt, hingegen 


In Og haben wir die saubersten Verhialtnisse, hier wird hauptsichlich 
das O,-Molekiil ionisiert, da die Kondensationssubstanz (H,O) eine hohere 
Jonisierungsspannung (13 gegen 12,5 Volt) hat. 

Wurden in Hy (235 Torr) bei jeder Expansion 5 bis 10 Spuren gesehen, 
so traten bei demselben Zelluloidfenster und Druck in Og nur eine ver- 
schwindende Zahl von Spuren auf. Um daher eine Verteilung der O,-Spuren 
aufzunehmen, mubte bei emem Druck von 120 Torr gearbeitet werden, 
bei dem etwa 3 Spuren pro Expansion auftraten. In Tabelle 2. sind 


73 Spuren eingetragen und ergeben ein 





uw ~™ 0,8 em 1 bei 120 Torr, 
also 


uw™ 5 em! bei 760 Torr. 


Tabelle 2. Verteilung der Spuren in O, bei 120 Torr. 


z.... 45—5 6-65 65—6 6—65 65—7 7-77.56 75-8 8-—85 
a 22 15 7 13 8 5 3 0 













Kin Vergleich von sv 


burt Mut sy, zeigt uns, dab in Luft auch der Stickstoff 


ionisiert wird, da entsprechend der Zusammensetzung der Luft aus O, 


und N, der Anteil des Og an s,,,,, etwa lem ist, also klemer als s, 44 





') C.R. Jeppesen, Phys. Rev. 44, 165, 1933. 
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Abschitzung der Intensitdt der Strahlung. 

Die Intensitét der durch die Blenden in die Kammer gelangenden 
Strahlung ist, wie die Aufnmahmen zeigen, im Mittel gerade ausreichend, 
um eine gut ausziihlbare Anzahl von Spuren auszulésen. Um nun auf die 
in der Niihe des Funkenkanals vorhandene Intensitit zu schlieBen, ist zu 
beriicksichtigen, dab sowohl das Zelluloidfenster als auch eme Gasstrecke 
von etwa 4 em zwischen Funkenbahn und Anfang unserer Verteilungskurve 
liegen. Beriicksichtigt man diese beiden Umstiinde, so erhilt man in un- 
mittelbarer Funkennihe in dem gleichen Raumwinkel 10% bis 10° kurzwellige 
Quanten, in H, 100 bis 1000mal mehr, und in dem Raumwinkel 4 7 etwa 


107 bis 108 Quanten in Luft, also eine sehr erhebliche Anzahl. 


Dieses Ergebnis ist wegen folgender Fragestellung wichtig: Sollte diese 
Strahlung bereits wihrend der Entwicklung der Elektronenlawine in den 
Funkenkanal ausgesandt werden, so wiirde sie die Entladung in ganz ent- 
scheidender Weise beeinflussen, da infolge der Tatsache, dab die Ausbeute 
der gasionisierenden Strahlung im Gas gleich Eins ist, eine erhebliche Zahl 
von Nachlieferungselektronen fiir die Aufrechterhaltung und = Strom- 
steigerung der Entladung zur Verfiigung stiinde. Die Beantwortung dieser 
Frage geht jedoch iiber das Ziel der vorliegenden Arbeit hinaus und soll 
spiter erfolgen. 

Immerhin libt sich aus der Liinge der Lawinenspur zusammen mit der 
Kenntnis ihrer Entwicklungsgeschwindigkeit der Zeitpunkt der Emission der 
kurzwelligen Intensitit ungefiihr angeben: Der Funke ziindet erst, wenn die 
Spannung an der Kammer bereits ihren vollen Wert erreicht hat, da die 
Spannungswelle fiir den Funken 4-10" sec spiiter ankommt als die Stobwelle 
fiir die Nebelkammer. Die noch iibrigbleibende StoBdauer dieser Kammer- 
spannung reicht nun gerade fiir die Entwicklung der beobachteten Lawinen- 
linge aus, in Luft sowohl als in H,. Da die beobachteten Spurenliingen eine 
auffallend gleiche Liinge haben, heifBt dies, die gasionisierende Strahlung wird 
hauptsichlich dann emittiert, wenn die Spannung an der Funkenstrecke 
zusammenbricht und nur wenig wihrend der nachfolgenden linger anhaltenden 
Bogenentladung. Da der Spannungszusammenbruch in einer Zeit von 10° 
bis 10 * see erfolgt, ist natiirlich mit Hilfe der vorliegenden Beobachtungen 
eine genauere Festlegung des Emissionszeitpunktes nicht mdglich. 


Auftreten der gasionisierenden Strahlung ber Gleitentladungen und ,,Vor- 
entladungskandlen*. 

Die grobe Zahl von Lichtquanten aus der Funkenentladung wird noch 
durch folgende zwei Beobachtungen bestitigt: 

Oftmals tritt lings der Glaswand der Nebelkammer eime = Gleit- 


entladung auf. Diese strahlt ebenfalls eine intensive kurzwellige Strahlung 
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aus, die das Gas ionisiert. Liegt nach der Ziindung einer solehen Glei 
entladung die StoBspannung noch hinreichende Zeit an den Elektrod 
der Kammer, so kénnen sich noch gut beobachtbare Lawinen aus den i) 
Gas erzeugten Photoelektronen entwickeln, wie Fig. 7 zeigt. In Wassersto! 
wie In Luft ist der ganze Kammerraum dicht mit kleinen Spuren gefiilli 
Hierbei ist die Gleitentladung nicht besonders stark, gemessen an ihren 


Leuchten, trotzdem wird eine derartig grobe Anzahl von Spuren beobachtet 











Fig. 7. Photoionisation im Gas dureh eine Strahlung, die aus einer Gleit- 

entladung langs der inneren Glaswand der Kammer (durch einen Pfeil an- 

gedeutet) emittiert wird. a) Luft 273 Torr, b) H. 235 Torr fan den Elektroden 

ist infolge der durch sie gestirten Unterkiihlung (H» ist gut wirmeleitend) 
die Tropfenbildung unterbunden !)}. 


Es zeigt sich, dal das Elektrodenmetall der Funkenstrecke keine auf- 
failligen Unterschiede in der Strahlung erzeugt. DaB es nicht an der Entladung 
beteiligt ist, beweist die Tatsache, dab an den Elektroden nach mehreren 
hundert SpannungsstOben keine Spuren von Abbrand zu erkennen waren. 
Ks wird also diese Strahlung, wie auch oben angenommen, in dem Fiillgas 
angeregt. Eine weitere Stiitze hierfiir gibt die Beobachtung, dab um einen 
langen (8,6em) ,,Vorentladungskanal™, d.i. ein stromschwaches Vorstadium 
des Funkenkanals?), eine grobe Zahl von kurzen Lawinenspuren beobachtet 
wird, die durch Photoelektronen des Gases eingeleitet wurden. Es wird 
also diese Strahlung, die sehr wahrscheinlich die gleiche ist wie die oben 
mitgeteilte, bereits in einer sehr friihen Stufe der Funkenentwicklung aus- 
vestrahlt und spielt eine bedeutsame Rolle fiir die Entwicklung der 


Funkenentladung. 


!) Vgl. auch die Fig. 6in I, 8. 100. Mit Wasserstoff arbeitet es sich auch aus 
dem Grunde etwas schwieriger, weil die Tropfen erheblich schneller als in 
anderen Gasen fallen (gréRere Tropfen) und somit die Aufeinanderfolge von 
Expansion, Hochspannungsschaltung und Photographie an einen engen Spiel- 
raum gebunden ist. — *) Vgl. hierzu E. Flegier u. H. Raether, ZS. f. Phys. 
99, 635, 1936 und 103, 315, 1936. 
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Vergleich mit anderen Beobachtungen. 

A. Uber das Auftreten einer ahnlich kurzwelligen Strahlung in einer 
anderen Entladungsform, namlich in einer Zihlrohrentladung, berichtet 
Greiner!). Er beobachtet das Ubergreifen der Entladung eines Zihlrohrs 
in ein zweites danebenliegendes durch diinne Zelluloidfolien hindurch und 
fuhrt dies auf die Wirkung einer kurzwelligen Strahlung zuriick. Diese 
Strahlung ist sowohl in diinnen Zelluloidhiutchen stark absorbierbar als 
auch in den verwendeten Gasen (Hg, Luft, O,). Dab diese Strahlung 
mit der eines Funken verwandt ist, zeigt ein Vergleich der Absorbier- 
barkeit in den verschiedenen Gasen. Fiir die Absorption der Wasser- 
stoffstrahlung in H, wird von Greiner aus einer Mssung bei 70 Torr 
der Wert 1/0, = 1,6- 104 em?/gr angegeben, d. h. s/7¢) = 1,4 em-! (0,8 bis 
0.9em-? aus Nebelkammermessungen vgl. 8.617). Berechnet man weiterhin 
aus seinen Mebreihen in Luft bei 60 und 160 Torr den Absorptionskoeffi- 
zienten, so erhilt man Werte, die gut mit den Nebelkammermessungen 
iibereinstimmen (Greiner: sg. zwischen 4,5 und 0,7em-!, Nebel- 
kammer: {/7g9 ~ 2em-!). Desgleichen ist auch der Absorptionskoeffizient 
fiir die Sauerstoffstrahlung in O, sowohl nach Ziihlrohrmessungen sowie 
nach Nebelkammerbeobachtungen gréber als der fiir H, und Luft. Diese 
Ubereinstimmung der Absorptionskoeffizienten einmal gemessen durch 
Druckvariation im Zihlrohr, ein anderes Mal durch eine Statistik der 
Absorptionsprozesse in der Nebelkammer deutet auf eine gleiche Strah- 
lung hin. 

Diese Gleichheit der Absorptionskoeffizienten deutet darauf hin, dal 
in meinen durch die Kondensationssubstanz verunreinigten Gasen doch 
im wesentlichen der richtige Absorptionskoeffizient gemessen worden ist. 
Dies ist verstindlich, da sicherlich die Absorption der kurzwelligen Quanten 
nur dann merklich ist, wenn sie nahezu die Ionisierungsenergie haben. 
Ks werden also z.B. in Hg die H,O-Molekiile nur die Quanten von 
einer Energie gleich oder wenig gréBer als 13 Volt stark absorbieren. Eine 
solehe Strahlung ist sicher auch im Spektrum vorhanden, da aber z. B. 
in H, von 455 Torr nur etwa 15 Torr H,O-Dampf enthalten sind, werden 
diese wenigen Lawinen die Verteilung nicht wesentlich beeinflussen. 

B. Uber die triigererzeugende Wirkung des Funkenlichtes in Gasen 
sind zuerst von Lenard Beobachtungen mitgeteilt worden*®). Danach soll 
diese gasionisierende Strahlung auch hinter einem 1 mm dicken FluBspat- 


1) E. Greiner, ZS. f. Phys. 81, 543, 1933. — #) Vgl. Handb. d. Exp. 
Phys. 23, 2, S. 1427. 
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fenster wirksam sein und Trager erzeugen. Die Nebelkammerbeobachtunge 
ergeben jedoch, daf weder in Luft noch in H, hinter einer 0,4 mm dicke: 
FlubBspatplatte so kurzwellige Lichtquanten auftreten. — Greiner finde 
ebenfalls hinter einer 1 mm dicken FluBspatplatte keine Ausbreitung von 
Entladungen mehr. Varney und Loeb!) stellen gleichfalls fest, dati 
durch FluBspat eine gasionisierende Strahlung nicht hindurchgeht. 

C. Auf Grund von Zihlrohrmessungen gibt Christoph?) Absorptions- 
koeffizienten fiir die Strahlung einer (stationiren) Coronaentladung an, 
die jedoch sowohl fiir H, als auch fiir Luft 20mal gréBer als die oben mit- 
geteilten sind. Diese stark absorbierbare Strahlung soll die Nachlieferungs- 
elektronen fiir die Zihlrohrentladung liefern. Bei Greiner sowohl wie 
bei mir kime diese Strahlung infolge ihrer hohen Absorbierbarkeit nicht 
zur Beobachtung, so daB in dieser Hinsicht kein Widerspruch besteht. 
Ungeklirt ist jedoch der Wellenlingenbereich dieser Strahlung. Da sie 
kaum kiirzerwellig als die oben mitgeteilte gasionisierende Strahlung sein 
kann, bleibt nur eine lingerwellige, gréBer als 1000 A, ibrig. Diese das Gas 
nicht mehr ionisierende Strahlung hitte dann einen gréBeren Absorptions- 
koeffizienten im Gas als die gasionisierende. Dieses Ergebnis bedarf noch 
der Klirung. 

Wie wir unter c) sehen werden, macht eine Abschiitzung wahrscheinlich, 
da8 eine Zaihlrohrentladung in Hg sich ihre Nachlieferungselektronen allein 
schon mit der gasionisierenden Strahlung erzeugt. 


Weitere Bemerkungen. 

a) Zur Anregung der Strahlung. Wihrend im Zahlrohr die Anregungs- 
verhiltnisse der Strahlung einfacher liegen, da infolge der hohen Weg- 
langenspannungen in unmittelbarer Nahe des Drahtes (sie iibersteigen sogar 
die Jonisierungsspannungen) die Anregung dieser kurzwelligen Strahlung 
moglich ist, liegen die Verhaltnisse im ebenen Feld nicht so giinstig, da im 
ungestérten (elektrostatischen) Feld die Weglingenspannungen kleiner als 
die Jonisierungsspannungen sind. Vermutlich wird hier die positive Raum- 
ladung in der Funkenstrecke eine Erhéhung der Weglingenspannung be- 
wirken, so dafi zusammen mit der Energieakkumulation der Elektronen 
iiber mehrere Wegliingen diese Strahlung mit groBer Ausbeute in einem 
StoB angeregt werden kann. [Es ist fraglich, ob die Ionendichte ausreicht, 
um die Anregung dieses extrem kurzwelligen UV in zwei Stufen (Anregung 
des ionisierten Molekiils) zu bewirken]. 


1) R.N. Varney und L.B.Loeb, Phys. Rev. 48, 822, 1936. 
*) W. Christoph, Ann. d. Phys. 30, 446, 1937. 
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b) Le geradlinige Ausbreitung der gasionisierenden Strahlung. Greiner 
claubte die verhiltnismaibig groBe Reichweite der kurzwelligen Strahlung 
dadurch zu erkliren, daB die Quanten in Resonanz absorbiert und wieder 
ausgestrahlt werden. Die Nebelkammeraufnahmen zeigen aber, daB die 
Spuren im wesentlichen liings des ausgeblendeten Lichtbiindels aufgereiht 


sind, die Ausbreitung des Lichtes also geradlinig erfolgt. 


c) Uber den Ort der Elektronenauslésung in den Ausbreitungsversuchen 
von Zahlrohrentladungen. Zur Intensitit des hierbei ausgestrahlten kurzwelligen 
Lichtes. Eis ist sehr wahrscheinlich, daB bei der Ausbreitung einer Zihl- 
rohrentladung in das benachbarte Rohr die Elektronenauslésung im zweiten 
Rohr hauptsichlich im Gas erfolgt. Es lassen sich wenigstens diese Versuche 
ohne Schwierigkeiten von diesem Standpunkt aus diskutieren. Die Aus- 
jésung an der Wand wird deshalb von geringem EinfluS sein, weil die 
Elektronenausbeute der gasionisierenden Quanten im Gegensatz zum Gas 
im Metall der Kathode kleiner als Eins ist. Im Gebiet von 800 bis 1200 A 
hat Kenty*) diese Ausbeute der Elektronen pro Lichtquant gemessen 
und sie an Nickelflichen zu etwa 1-10-? bestimmt. Wenn also in der 
Greinerschen Versuchsanordnung die Intensitit der kurzwelligen Strahlung 
durch die eingeschaltete Zelluloidfolie oder den Gasdruck soweit herab- 
gedriickt worden ist, daB sie mit emer Wahrscheinlichkeit nahezu Eins 
das benachbarte Rohr ziindet, dann wird diese Ziindung infolge der viel 
crdBeren Ausbeute durch Photoionisation im Gas erfolgen. 


Der eben angefiihrte Grund ist auch die Ursache dafiir, dai nach 
Kinschalten einer dickeren Zelluloidfolie oder Verwendung eines héheren 
Gasdruckes die Ausbreitung der Entladung unterdriickt werden kann, 
obgleich das sicher vorhandene, langwelligere UV (sowie Flufspat und 
Quarz UV) dadurch fast gar nicht absorbiert wird. Beriicksichtigt man 
nimlich deren nochmals geringere Elektronenausbeute im Wandmetall 
vegeniiber den kurzwelligen Quanten, so miiBte deren Anzahl schon mehrere 
GréBenordnungen héher sein als die der kurzwelligen Quanten, um die 
Entladung im zweiten Zihlrohr zu ziinden. Das langwelligere UV wird 
also nicht mit erheblich gréBerer Intensitit angeregt als das kurzwellige. 

Wir kénnen aus der Tatsache, daB hinter 1,8- 10-5 em Zelluloidfolie 
die Ausbreitung in das zweite Zihlrohr in H, noch mit einer Wahrscheinlich- 
keit von 0,9 geschieht, schlieBen, daB also mindestens ein Quant unter diesen 
Bedingungen iibertritt. Da py. yjoiq © 10° betriigt, so entstehen im ersten 
Zihlrohr etwa 10° kurzwellige Quanten (in Luft etwa 1000mal weniger). 





') C. Kenty, Phys. Rev. 44, 891, 1933. 
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Da etwa 10° Elektronen wihrend der Entladung iibergehen, so haben \, ) 
eine betrachtliche Ausbeute an kurzwelligen Quanten, die es verstindlic; 
macht, dali die Nachlieferungselektronen einer Zaihlrohrentladung in H, 
durch diese kurzwellige Strahlung erzeugt werden. 

d) Zur Erzeugung der Leitfaihigkeit der Ionosphdre durch kurzwelliv:, 
Sonnenlicht. Bekanntlich nimmt man zur Erzeugung der elektrischo 
Leitfaihigkeit der Ionosphire eine Ionisierung dieser Luftschichten durc|, 
eine kurzwellige Sonnenstrahlung an. Die Frage war jedoch offen, ob eine 
gasionisierende Strahlung iiberhaupt noch hinreichend bis in etwa 100 kin 
Hohe (#-Schicht) eindringen kann. Nimmt man, mangels einer besseren 
Annahme, die Druckverteilung einer isothermen Atmosphire von 273° 
an, so findet die maximale Absorption der Lichtquanten in einer Hohe 
von ~ 100km statt, wenn man einen Absorptionskoeffizienten von 
| bis 2 em zugrunde legt. Meine Messungen zeigen, daB eme Luft baw. H, 
ionisierende Strahlung Absorptionskoeffizienten der verlangten Grébe hat, 
so dafi die Entstehung der elektrischen Leitfahigkeit dieser Schichten 
durch so kurzwelliges Sonnenlicht wohl méglich ist. 

Fiir die Bereitstellung der Institutsmittel danke ich Herrn Prot. 
H. Kulenkampff, ebenso fiir die Anfertigung eines diinnen Flubspat- 
plittchens Herrn Dr. P. Wagner (Mineralogisches Institut) und fiir eine 


grobe Bogenlampe der Fa. C. Zeiss. 


Jena, Physikalisches Institut, Juli 1938. 
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Zur Theorie des Spins. 
Von W. Wessel in Jena. 
(EKingegangen am 8. August 1938.) 


Die klassische Elektronentheorie erlaubt, die Riickwirkung der Strahlung auf 
ein bewegtes Elektron durch eine Reaktionskraft zu beschreiben, die die Be- 
wegungsvariablen nur in universeller Form (unabhingig von den Potentialen 
iuBerer Krifte) enthilt. Da sie von der Anderung der Beschleunigung abhiingt, 
bedingt diese Kraft eme Abinderung der Kinematik im Sinne des Auftretens 
von neuen Variablen. Es wird versucht, diese Reaktionskraft in die Quanten- 
mechanik zu iibertragen und dazu eine kanonische Zuordnung und Quantelung 
der neuen Variablen durchgefiihrt. Die gefundene quantentheoretische MKine- 
matik ist gerade die des Diracschen Spinelektrons; man kann so ohne andere 
hypothetische Elemente als Vertauschungsrelationen den Elektronenspin aus 
der klassischen ‘Theorie herleiten. 


Die vorliegende Arbeit geht, wie schon eine friihere!), von dem Versuch 
aus, die aus der Elektronentheorie bekannte Peaktionskraft der Strahlung 
fir die Quantenmechamik nutzbar zu machen. Man versteht darunter 
eine fingierte Kraft, die emem ungleichférmig bewegten Elektron zwischen 
zwei Zeitpunkten soviel Energie entzieht, wie es withrend der inzwischen 
ausgefiihrten Bewegung durch Ausstrahlung verlieren wiirde. Der Vorteil 
ihrer EKimfiihrung hegt darin, dab man aller feldmibigen Betrachtungen 
enthoben wird, weil sie, ihnlich wie eine Coriolis- oder Zentrifugalkraft, 
in universeller Form dureh die Bewegungsvariablen gegeben ist und die 
Potentiale duBerer Kriifte meht enthalt. 

Kine Erwartung, die sich mit diesem Versuch verkniipft, ist, wie auch 
schon auseinandergesetzt wurde, die folgende. Die gewOhnlichen mechani- 
schen Bewegungsgleichungen enthalten hdchstens Beschleunigungen, d. h. 
-weite zeitliche Ableitungen. Bringt man sie auf die kanonische Form, 
was man tun mub, um konjugierte Variable und Vertauschungsrelationen 
einzuftihren, so bekommt man pro Fretheitsgrid soviel Variable, wie die 
Zahl der zeitlichen Ableitungen betrigt, also zwei, Koordinaten und Im- 
pulse. Die Strahlungskraft enthilt aber Ableitungen bis zur dritten. Wenn 
es gelingt, sie zu ,,kanonisieren, mub man auber Koordinaten und Im- 
pulsen noch Variable dritter Art bekommen, und es wurde versucht, zwischen 
diesen und den in Paulis oder Diraes Theorie des Elektronenspins neu 


auftretenden Variablen emen Zusammenhang herzustellen. 


1) W. Wessel, ZS. f. Phys. 92, 407, 1934. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110, 42 
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In der vorangehenden Arbeit wurden die klassischen Bewegun: 
eleichungen mit Reaktionskraft zerlegt in ein System von Gleichung:, 
erster Ordnung mit Nebenbedingungen. Dabei wurde die kanonische Fo; 
noch nicht erreicht, sondern nur durch eine Ahnlichkeit zwischen den |}.- 
wegungsgleichungen plausibel gemacht, da ein aus den Geschwindigkeit«», 
und Besehleunigungen gebildeter Tensor einem gewissen Diracsehy 
Tensor entspriche. Was die mégliche Existenz einer Hamiltonsecher 
Funktion betraf, wurde nur betont, dab zwar nicht die Energie, wohl aber 
die Ruhmasse zeitunabhingig sei und daher stets ein zeitfreies Integra! 
der Bewegungsgleichungen existiere. Wir kénnen nun zeigen, dab sich, 
im Falle der Abwesenheit duberer Krifte tatsichlich eine Lagrangesclv 
und Hamiltonsche Funktion zu den transformierten Bewegungsgleichunge, 
angeben labt. Das Nullsetzen der iuBeren Krifte macht das Problem 
keineswegs absurd oder trivial. Allerdings kann die Reaktionskraft der 
Strahlung erst in Wirksamkeit treten, d.h. die Energie verindern, wenn 
der bewegten Ladung durch aiubere Krifte eine Bewegungsinderung aul- 
gezwungen wird; aber der analytische Ausdruck fiir die Reaktionskraft 
bleibt vollstaéndig in den Gleichungen stehen, auch wenn die Potentiale 
verschwinden, weil er eben wniversell von den Bewegungsvariablen abhiinet. 
Man wird dadurch in die Lage versetzt, noch vor Inangriffnahme des 
schwierigen, nichtkonservativen Problems alle Folgerungen kinematischer 
Art zu ziehen, die sich aus dem Auftreten neuer Variablen ergeben, nimlich 
Kinfiihrung von kanonischen Impulsen und Vertauschungsrelationen. 

Das ist aber gerade, was man braucht, um den Zusammenhang mit 
der Diraecschen Theorie herzustellen. Die physikalische Bedeutung der 
Diraecschen Variablen, soweit sie iiberhaupt bekannt ist, geht bei den 
Variablen mechanischer Natur — Geschwindigkeit und Spin — bereits 
aus der kraftefreien Hamilton-Funktion hervor. Der Tensor des magnet!- 
schen bzw. elektrischen Moments kann naturgemah erst bei Hinzunahime 
iiuBerer Felder gedeutet werden, baut sich aber aus den mechanischen 
Variablen auf. L[hre Vertauschungsrelationen sind ganz von den Feldstirken 
unabhingig. Wenn wir also nachweisen kénnen, dali unsere Hamilton- 
funktion im kraftefreien Falle mit der Diracschen iibereinstimmt, und dab 
die eingehenden neuen Variablen die richtige Bedeutung haben und dic 
richtigen Vertauschungsrelationen erfiillen, so ist damit die Uberein- 
stimmung in kinematischer Hinsicht vollstindig dargetan. 

Dieser Nachweis libt sich wirklich fiihren und bildet den Inhalt der 
nachstehenden Ausfiihrungen. Ein wesentlicher Zug dieser Analyse, der 


sie ziemlich erschwert, aber physikalisch besonders befriedigend macht. 
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ist der, dali der Zusammenhang zwischen Spin und Strahlungskraft nicht 
umkehrbar eindeutig ausfallt. Die Variablen, die man zur Beschreibung 
der Strahlungskraft braucht und die dann den Spin ergeben, haben einen 
aber den Aweck ihrer Einfiihrung hinausgehenden Grad von Selbstandig- 
keit und unterliegen einem gewissen universellen System von Bewegungs- 
sleichungen auch noch, wenn die Strahlungskraft verschwindet. Dies 
mus erwartet werden, weil der Spin eine allgemeinere Eigenschaft der 
Mlementarteilchen ist, als das Strahlungsvermégen, das im wesentlichen 
von der Ladung abhingt. Wir erhalten auch auber der Diracschen Gleichung 
noch weitere Gleichungen fiir Partikel mit dem Spin 3, 3, 4 usw., die aber 


nur die Bedeutung von Zwischenzustinden zu haben scheinen. 


1. Kinfiihrung von Impulsen, die zu den Lagenkoordinaten konjugiert 
sind. Wir gehen aus von der Form der Bewegungsgleichungen, die wir 
ihnen a. a. O. in (8), (12), (15) und (17) gegeben haben. Zur Vermeidung von 
listigen Faktoren ¢ wollen wir jedoch alle Geschwindigkeiten hinfort in 
Kinheiten der Lichtgeschwindigkeit rechnen, also u;¢ durch u; ersetzen. 
Nach Definition der Vierergeschwindigkeit ist u> 1. Die Ausgangs- 


vleichungen lauten dann 





d 2; 1) 
u | 
dt : 
d u; é (9 
= ~-- Sik U,., 2 
dr me | 
d Six 1 ’ ‘ 
ft = = (in — Gin) (3) 
mit den Abkiirzungen 
2 
E _ = 0,628 -10~*” sec, (4) 
smc 
G; k uy (U; F — k F, 1) (5) 
und den Nebenbedingungen 
Six Spy Uy — Uy (Sp, U,)® = O. (6) 


Die F,, sind éuBere elektromagnetische Feldstirken, die s;, die mechani- 
schen Variablen dritter Art; beide Tensoren sind antisymmetrisch. Bei 
der gewihlten Normierung haben auch die s,;, die Dimension von Feld- 
stiirken. 

Bevor wir darangehen, diese Gleichungen in die kanonische Form 


zu setzen, erinnern wir daran, dai sie nur ableitbar sind unter Voraus- 


setzungen iiber die Anderungsgeschwindigkeit des Bewegungszustandes. 


42* 
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Bei kleinen Geschwindigkeiten kénnen wir kurz sagen, dab die Beschlen), 
gungen klein bleiben miissen gegen diejenige, die ein Elektron im Felde m2, 
erfihrt; das ist das Feld, das bei Coulombschem Kraftgesetz ,an di 
Oberfliche* eines Elektrons herrschen wiirde. Die zugehérige Beschleunicu, 


ist der GréBenordnung nach gegeben durch 


Man mu die Moéglichkeit 1m Auge behalten, daB sich bei Vorhandenseiy, 
iuBerer Krifte die Gleichungen nur dann kanonisieren lassen, wenn man 


bei sehr groben Beschleunigungen Abinderungen zulibt, beispielsweis 


ey 


der Art, da ¢ durch ¢ y1 + b?/b ersetzt wird (b? = uF c?). Wir brauchen 
in dieser Arbeit keine solehe Annahme zu machen, aber auch nicht voraus- 


zusetzen, daB ¢ konstant sel. 


Der erste Schritt zu einer Kanonisierung wird darin bestehen, dai man 
zu den Lagenkoordinaten (Weltkoordinaten) z, ... 24 konjugierte Impulse 
P,--- pq aufsucht. Die Hamiltonsche Funktion kann von den 2; nur 
abhiingen durch die Potentiale 4uBerer Felder. Wir miissen also 


dp, dH i 


dr 02, 
erwarten, wenn wir dubere Felder, d.h. die F;; und damit die G,;,, gleich 
Null setzen. Dann ergibt sich aber aus (2), daB die u; nicht, wie in der 
gewOhnlichen Theorie, Impulse sein kénnen, weil eben #,; nicht verschwindet. 
Allerdings reduziert sich dann (3) auf s;; = —s,;,, und man wird erwarten 

f 

miissen, dai mit den I’;, auch die s,;, gegen Null gehen, wonut dann aus (2 
u; = const folgen wiirde. Das wird sich auch spater als Folge der kanoni- 
schen Gleichungen ergeben. Aber zur Aufstellung eines Variationsprinzips 
miissen wir von den /ifferentialgleichungen oder ihren allgemeinen Lésungen 
ausgehen, nicht von einem partikuliren Integral. Dieser Sachverhalt war 
in der Einleitung gemeint, als gesagt wurde, dal das Nullsetzen diufberer 
Felder den Ausdruck fiir die Strahlungskraft nicht beeinfluBte. 


Bei verschwindenden F; ,, bzw. G;;, lassen sich die Bewegungsgleichungen 
vollstindig integrieren. {Gleichung (2) wird, wenn man die s;,; einsetzt. 
ein lineares System mit einfachen Koeffizienten. Vgl. auch Abschnitt 6, 
a.a.QO.| Wir wollen aber die Méglichkeit von Abinderungen in (3) offen 
lassen und uns tiberhaupt nicht von vornherein auf F;, = 0 festlegen: 


iibrigens ist auch dann die systematische Integration umstandlich wegen 
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der Nebenbedingungen und wenig geeignet zur Auffindung von Integralen 
in Form eines Vierervektors. Dagegen kommt man zum Ziele, wenn man 
von den Nebenbedingungen (6) ausgeht. Diese bestimmen, vier an der Zahl, 
die u, offenbar sehr weitgehend und sind selbst schon partikulire Integrale 


der Bewegungsgleichungen, auch fiir nichtverschwindende F, ,. 


Der Beweis hierfiir liegt in ihrer Ableitung, kann aber unschwer auch 
direkt gefiihrt werden. Bezeichnet man die in (6) gleich Null gesetzten 
GréBen einmal mit ¢;, so folgt bei Beriicksichtigung der Antisymmetrie von 


z 
Sp (Up 8.7 Sim Sinn Up, = O) nach eimiger Rechnung, fiir I’; , (), 
2 € 
c —C; — 8.,C,, () 
i F i mc tk ™k 
was mit c; = O offenbar vertriiglich ist. Um dieselbe Formel fiir F;, 4 0 zu 


bekommen, mubB man s,;, in der Form b,; u,— b, u; ansetzen, wobei 6; ein be- 


liebiger Vektor ist. Die s,, geniigen dann der Beziehung 
* 
8ik 8ik = VU (10) 


(s*, dualer Tensor). Diese Bedingung ist fiir das Spiitere im Auge zu behalten. 


Wir versuchen nun einmal, die Nebenbedingungen nach der Vierer- 
veschwindigkeit aufzulésen. Es ist zweckmiBig, dazu von der ‘Tensor- 


zur Vektorform tiberzugehen. Es sei 
(Gos, %,> %9) = BM a or iB, | 


(%,, Uy, U.) _ "pai , uM, 9/ 9 | 


jl — v*/e | ] "ie" 


Dann labt sich aus (6) schlieBen 
“D D 
LB e m—_|—wP (12) 
}p+[2m], m—[2 B || = 0. a2 


Um diese Gleichung zu lésen, machen wir den Ansatz 


- AP + eM + v[ PM}, (13) 
wobei wir annehmen, dai die Vektoren $B und MY nicht parallel sind. Setzen 
wir (13) in (12) ein und setzen wir die Koeffizienten von $B, Mt und |B We 
gleich Null, so erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir » und zwei 
homogene, lineare fiir 2 und 1, deren Determinante verschwindet, wenn die 
Gleichung fiir y erfiillt ist. Es bleibt also ein Faktor (uw) unbestimmt, und 


zwar ergibt sich 


v PBIM) + a W, P+ WLW 


ce 3(P*4+M*)+4(W?+W3) 


(14) 


. 
— 
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Dabei bedeutet 





W,=Vt3W?—-4(M?— P+), Wy, = V44W2?4+ 4 (M?— P15) 


1 


Ww? — ¥(M? — P%)? + 4(PBM)?. (16 
Die Ausdriicke (15) und (16) sind Invarianten: man kann die beiden |) 


varianten des Tensors s;, durch sie ausdriicken in der Form 


= Buy Si = PM = W,W,, (17 

beet = We — W3. (18 
Miernach erhalten wir, fiir /’,;, — 0, sofort vier Integrale, die einen Vierer- 
vektor bilden, aus der Transformationseigenschaft der u;.. Der Vektor pv , 
ist aus kovarianten’ Gleichungen hervorgegangen: die damit nach (1! 
zu berechnenden wu, ... 4 miissen also diese Gleichungen auch dann er- 
fillen, wenn wir die $B, Mt einer Lorentz-Transformation entsprechend 
einer Geschwindigkeit ¢U,; unterwerfen. Nun haben die wu, ... ug, so, 
wie sie sich nach (11) und (14) durch die $B, M ausdriicken, noch nicht dic 
Form eines Vierervektors. Wenn man also eine Lorentz-Transformation 
darauf ausiibt, fallen die U7; nicht heraus. Die u, ... ug nehmen aber dann 
die Form eines Vierervektors an und driicken sich als soleher kovariant 
durch die U; und s,, aus. Lhre urspriinglichen Ausdriicke bezogen sich 
also auf ein System mit U, = U, = Uz, = 0, Uy= i. — Die linearen 
Gleichungen lassen sich nach den Ul’; auflésen. Damit hat man die ge- 
wiinschten vier Integrale der kraftefreien Bewegungsgleichungen erhalten. 
Da sie gleichférmigen Translationen des Systems entsprechen, haben die 


durch Multiplikation der ¢U,; mit der Ruhmasse m gebildeten GriBen 
e, = meu, (19) 


die Natur von Impulsen. Wir werden demgemaiB das System mit U, = U, 
= U,;=0 als das Schwerpunktssystem bezeichnen. Die Bezeichnung 
»Ruhsystem™ ist nicht angebracht, weil die durch (1) definierte Vierer- 


geschwindigkeit darin nicht verschwindet. 


2. Rechenregeln und Durchfiihrung der Auflésung. Mit einer Lorentz- 
Transformation gleichbedeutend ist es, wenn wir einen kovarianten, in 
den U; linearen Ausdruck aufsuchen, der fiir U,; = Ug = U, = 0 in die 
eben berechneten u,; tibergeht. Er muf jedenfalls bis auf einen Faktor @ 


lauten: 
Qu; = W2U,; + w(W, 8; — i We sh) Up + 8% 84. Ui, (20) 
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lenn das Verhaltmis iu;/u4, 7 1,2,3, hefert fir U, ip 
erade die Komponenten von v/e in (14). Wir haben nun UU’, aufzufassen 


) 
als dX; dT. wobei dX, eine Verriickung des Schwerpunktssystems und d7J 
das zugehorige Klement seiner Kigenzeit hedeutet. Dies ist vegeben dureh 
cdT Vax? und im allgemeinen von icdt \d2> verschieden. In 
jedem Falle gilt aber UF = ue 1, und diese Bedingung leet den 
Faktor Q in (20) fest. Es ist bequemer, ihn erst spiiter auszurechnen und 
guvor die Auflésung von (20) nach den Ul’; vorzubereiten. Wir bilden dazu 
die Ausdriicke s,;, U,, Si, U, und s;,58,,4,. Dabei entstehen Produkte 
mit mehr als zwei Faktoren s,;,. Solche Bildungen lassen sich immer aut 
Produkte mit emem oder zwei Faktoren und invarianten Koeffizienten 
zurickfihren nach folgenden beiden Identitdten fiir antisymmetrische Ten- 


soren (siehe die mathematischen Ergainzungen in Abschnitt 12): 


F o 1 * > ») 

Ski Sx; 0; (Suv Suv) (21 
. : * o* 1 > . »)) 
Oki Ok] - Sei Skj » 0;; (Suy Sav). es | 


Z. B. reduziert man nach (22) 


» ' 1 > . _* % . 
Si¢ Sp Sim 2 Sim (8 uv Suy) Sik Pei Sim 
und nach (21) weiter 
. . l o . 1 o® * . 
85 Sei Sim — 3 Sim (8,, vu )+ 1 °im (Su. Say) 
i r3\ o : r ’ oF 
( HW l W 3) a" m . W l Wi 2 ° m? 


das Letzte nach (17) und (18). 


Mit diesen Regeln und weiterer Heranziehung von (17) und (18) be- 


rechnen wir folgendes Schema: 


Ws U; Wy Sik Uy —% Wo Sik U; Sik Ski U; 
Qu, l u u l 
Qs, u,/W, u l 1 u (-8) 
a] 8) I untW, u l l u 
a] 8 ik 8). UU) W? ] u u l 


Die erste Zeile bedeutet Gleichung (20); die ibrigen sind entsprechend 


zu lesen. Aus der Ubereinstimmung der ersten und vierten Zeile folgt 


9 ») 
Sop Spy Uy i 1 4 (24) 
oder wegen (6) 
(sp, u,)* = W?. (25) 


Diese Folgerung kann auch direkt aus den Nebenbedingungen abgeleitet 


werden. Ebenso folgt aus der Gleichheit der zweiten und dritten Zeile: 


. , * ’ 
We Sop Up + UW, sip uy = 0. (26) 
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Dies ist, im Verein mit (25), eine andere Form der Nebenbedingunge: 
Der Rang des Gleichungssystems (23) ist 2; man kann etwa das zur linke) 
oberen, zweireihigen Determinante gehérige Gleichungssystem heraus 
greifen und auflésen. Es zeigt sich dann, dab auch die U;, wenn man si 
auf — 1 normiert, den Gleichungen (25) und (26) geniigen. Indem wir da: 
gleich prasumieren, kénnen wir die beiden ersten Zeilen von (23) auc! 
so schreiben: 


Qu, = (WP + WH (U,; + us, U;,/W,, | 


(2; 
2 ge = 79 r , > TET 
QO Sip Ux WV, =—- (W; =“ Ws) (ul 7 o x s;, U,/M 1): | 
Nunmehr ist es leicht, Q so zu bestimmen, dali U7 == -- 1 wird. Man findet 


durch Quadrieren einer der beiden Gleichungen und Anwendung von (25 
auf U;, mit Beachtung von U,s;; U, = 0: 


sevens 
W224. w? 2 
Q = (Wl + WS) Y1— w. (28) 
Wir setzen noch 
u = Tang # (29) 


und haben dann an Stelle von (27) 


U; = U; Co} i a Sik U, W, , sin ?, | 


(30) 
$;4 U/W, = U; Sin 0 + 5,, U,/W,-Cof 9. | 
Hieraus folgt durch Umkehrung 
U, = u,Cof 0 — s;,u,/W,- Sin 3 | 
(BL) 


5, U,/W, = — u, Sin 0 + 8,, u/W, - Cof 0. | 


Man sieht leicht, dai, wie vorausgenommen, die U, allen Bedingungs- 


U 


gleichungen der u,; geniigen. 


Wir haben hiermit die Vierergeschwindigkeit u,; bis auf die noch un- 
bekannte GréBe ?% allen aus den Nebenbedingungen berechnet. Diese 
Grobe ist nun so zu bestimmen, dab die u; ihre Differentialgleichung (2 
erfiillen. Bei verschwindenden F,; mu das bei konstanten U, der Fall 


sein; bel nichtverschwindenden F;, sind die U,; zu variieren, d. h. ist das 
Schwerpunktssystem so nachzufiihren, daB bestandig die Gleichungen (30 
baw. (81) bestehen bleiben. Von nun an beschrinken wir uns auf krifte- 
freie Bewegung, setzen also F;, = 0, G;, = 0. Nach (3) und der Be- 


deutung (15) von IW, sind dann die s;; U;/W, als homogene Funktionen 











Ss} 
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nullten Grades der s;, konstant (auch wenn ¢ nicht konstant ist!). Wir 


haben also einfach 


a, = |U, Sin 0+ s,, U,/W, - Cof ad 


t \ 
tig (32) 
= Sik Uy, I 1 . i}. 
Dies ist in Ubereinstimmung mit Gleichung (2), wenn wir setzen 
0 € y ea) 
7 —S o = VW < (33) 
me 


Hiermit ist der erste Teil unserer Aufgabe erledigt: Wir haben in meU, 
einen Vierervektor gefunden, der bei verschwindenden fiuBeren Kriiften 


zeitlich konstant ist und dessen Komponenten daher als kanonische Kon- 


jugierte zu den vier Weltkoordinaten x, ... 24 eingefiihrt werden kénnen. 


Wie in der Diraeschen Theorie haben wir zwei Geschwindigkeiten U, 


und u; ganz verschiedener Bedeutung nebeneinander. 


3. Aufstellung der Lagrangeschen Funktion. Die Impulse sollen aus 


einer Lagrangeschen Funktion ableitbar sein: 


OL (34 
. = zs? o4) 
P OL; 
Fithren wir p, = mceU, und s, = cu, ein, so bedeutet das 
. 1 OL os 
L k pg ° (35) 
me" OU, 
Wir machen den Ansatz 
ae . 
L = — uy Co) v (36) 
und finden 
. = Ov 
U; = u;Cof 9 + > uz Sind : (87) 
2 OU; 
Soll das mit der ersten Gleichung (31) iibereinstimmen, so mub 
” & Ye ' 
0’ 2 Sy y Uy, 29 
— = - (Od) 
OU; uj W, ) 


sein. Es ist nicht einfach, eine Funktion # zu finden, aus der diese Gleichune 


hervorgeht — auch wenn man die zu erfiillende Bewegungszleichune (33) 
vorliufig ganz auBer acht labt — weil s;, antisymmetrisch ist und daher 


S;, U; U, Verschwindet. Es gelingt erst, wenn man an Stelle von s;, einen 


neuen Tensor r;, einfiihrt, durch den sich s;, quadratisch ausdriickt. Um 


die Antisymmetrie zu wahren, machen wir den Ansatz 


Sik = P (54 Tox Uy Uy Tea Var Ur U;). (39) 
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Die r;, sollen, um die Variablenzahl nicht zu erhéhen, wieder antisymmetrisch, 


sein: p ist ein Skalar, dessen Wahl wir uns noch vorbehalten. Der Klammer- 


ausdruck in (39) ist, wie nachher hervortreten wird — vgl. die mathem. 
Erginzungen zu (89) — der einzige seiner Art, der sich nicht auf Linear- 


form bringen liBt und nicht auf vu; senkrecht steht [was mit (88) unvereinbar 


wiire |. 


Dieser Tensor s;, kann als b; u, — b, u; aufgefabt werden und erfiillt 
daher auch die Gleichung (10) als eine Identitiét. Dem geometrischen 
Sinne des dualen Tensors entsprechend stehen die Vektoren ); und u,, dic 
s;, als Flichengrébe aufspannen, auf - senkrecht, also ist insbesondere 
s*.u, = 0. Laut (26) verschwindet damit W,. Soll W, in (15) von Null 


verschieden und reell sem, so muh 
PB? -- M? (40 


sein und das obere Vorzeichen gewahlt werden. Das Versechwinden von 


a u, bedeutet fn Vektoren 
D 
m+|p2]—o 4 
- 
WM steht also auf B und auf der Geschwindigkeit vp senkrecht. — Der An- 


satz (39) ist der wichtigste Schritt auf dem Wege zur kanonischen Form. 
Die Variablen r;, werden nachher fiir den ,,Spin* bestimmend sein. Wir 
heben im Hinblick auf das am SchluB der Einleitung Gesagte hervor, dab 
zwar der Tensor s;, durch die r;,, aber meht umgekehrt der Tensor r;; 
durch die s;; ausdriickbar ist; denn in (39) gehen nur die vierkomponentigen 


Vig vue Ue OM. 


Um zu zeigen, daB mit dem Ansatze (39) die Gleichung (38) integrabel 


wird, fiihren wir einige Abkiirzungen ein. Es sei 


1 = 
1 TurvlTuy = A, | 
. 
v ‘ ai (42) 
Tus Tus — b 
ferner 
” 
“u> = 2. aa 
, | (43) 
Colic thy Ue = Y. | 
Wir haben dann 
Sip Uy = P(TioTor Ur © + UY) . 
a (44) 


W, = VP-P] = Viluss..| = ply —24ey—B a, 











das 
und (22) auf die r;,, und Gleichung (38) wird 
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Letzte nach Umformungen unter Anwendung der Identititen (21) 


Ov’ 2 Tio Tor U2 + UY " 
. (45) 


OU; r Vy Q2QAnry B? x? 
Nun kann # von u,; nur abhingen durch « und y: es gilt also 


OW” OW i. oO’ . 46) 


yr, 6 Vor NM, . 


Ou; Or ' Oy 3g 
Der Vergleich von (45) und (46) hefert 


Oo” -y2 JO? l ™ 
ema : . . 4) 


OZ VP —GAry—Ba® OY Vy —2Aay— Bx? 


Die Integrabilitiétsbedingungen sind hier tatsichlich erfiillt. Man erhilt 


e. 5 
st oP 
0 Wr Co) + Uy (48) 
A? + B 


i}, Integrationskonstante). Mit der weiteren Abkirzung 





c= \Vy?—-2Ary—Br (49) 
wird schlieBblich nach (36) 
me (y— Az) Coj 7, + 2 Sind, 
} a 5) : - - ° (50 
- | A? + B 


Mit der Gewinnung von (50) ist unser Programm, soweit es sich um den 
Zusammenhang der p,... pq und x7,... 2%, handelt, im wesentlichen zum 
Abschlub gebracht. Es handelt sich jetzt noch um die Frage, ob die 
Lagrange-Funktion (50) auch fiir die r;, die richtigen Bewegungsgleichungen 
hefert und ob damit (33) erfiillt ist. Dazu miissen wir die noch unbekannten 
Bewegungsgleichungen der r;,; zuniechst berechnen, d.h. die r;; so be- 


stimmen, dab die Bewegungsgleichungen (3) der s;, erfiillt sind. 


4. Lie Bewequngsgleiwchungen der r;,. Gar Auffindung der r;; machen 
wir, weil es ja nicht méglich ist, die Gleichung (39) nach den r;, aufzuldsen, 
einen in den r;, linearen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten «, 2, y, 0: 
d Vik 


aN RAB I by (Uy Me Uy — Ue MU) +O (Ug TE, My — Uy TP, UY). (51) 
at 
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Es folet daraus fiir die Invarianten (42): 


A=2eA—21fb—yy+i.06Bz2, | 
(52 
B=2aB+2ipA—yBr+id(y—24A2). | 
Fiir die GréBen (48) gilt 
r — 0. | 
(53) 


y= 2ay—tPBar—yyr+ td Ba2*) —2—p2. 
me 
Das Erste folgt allgemein aus (2), das Letzte mit Benutzung dieser Forme! 


fir yw; und Kinfithrung von s,,u;, gemiib (44). 


Wir verlangen zunichst die Erfillung von (33), d.h. wegen W, = p 
— vgl. (44), zweite-Formel, und (49) 


yo = — —pz. (D4) 


Differentiation von (48) liefert mit Benutzung von (52) und (53) nach einiger 
Rechnung 

~ > 
(yA —wB -.. F 
| At mel | 


9° (vo) 


Die Glieder mit « und f verschwinden bei der Bildung von #. Durch Ver- 
gleich von (54) und (55) finden wir, da #) nur noch von A und B, aber 


nicht mehr von x und y, daher auch nicht von z abhingen kann, 
9, =0, 9 = const. (56) 
und als erste Bedingung fiir die Noeffizienten a, B, y, 0, p: 


me y A—i6dB 
P e A'+ B 


(57 


Hierdurch ist, mit Riicksicht auf (32), die Bewegungsgleichung (2) der uw, 
befriedigt. Zweitens miissen wir das Erfiilltsein der Gleichung (3) fiir die s;, 
verlangen. Wir differentiieren dazu (39), substituieren (51) fiir r;,, (2) mit 
Verwendung von (44) fiir u; und setzen das Ganze gleich s;,./¢. Es ergibt 
sich nach einer etwas liingeren Rechnung, bei der wieder Mehriachprodukte 
der r;, nach den Formeln (21) und (22) reduziert und auf 4, B umgerechnet 
werden miissen, als zweite Bedinqung 


° ) ; , ‘ “OO 
p- 5 +4+Ge- yxr)p+2 aatike- y) p? = 0. (58) 


&é me 











2) 








r 
an 


nih ba 
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Die erste Bedingung entsprach der Bewegungsgleichung (2), die zweite der 
Gleichung (3); von den Nebenbedingungen sind wir iiberhaupt ausgegangen. 
Ks ist also allen Bewegungsgleichungen Geniige getan, wenn nur zwischen 
den «, 6, y, 0 und p die Beziehung (57) und die Riecatische Differential- 
cleichung (58) bestehen. # bleibt dabei tiberhaupt willkiirlich; p kann 
irgendein Integral von (58) sein, da es nicht auf die Erfiillung von Anfangs- 
bedingungen, sondern von Differentialgleichungen ankommt. Es geniigte 
unter Umstinden schon, wenn p diese Gleichung integrierte fiir Beschleuni- 
cungen, die klein gegen bp in (7) sind, weil fiir h6here eine Abiinderung von e 
in Frage kime. Wir haben nirgendwo Gebrauch davon gemacht, dab ; 
eine Konstante wire. Es besteht also noch viel Freiheit, auch die Bewegungs- 
sleichung (51) der r;,; an die Lagrange-Funktion (50) anzuschlieBben. 

Dies ist nicht so zu verstehen, als ob man (51) als Euler-Lagrangesche 
Gleichung zu (50) auffassen miiBte!). Die Variationsgleichung und als ihre 
Folge die kanonischen Gleichungen in der Hamiltonschen Form gelten 
in der Quantenmechanik nur dann, wenn zwischen den konjugierten 
Variablen, sagen wir &;, 7;,, die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen 


bestehen: 





h 
"i &, = é. Wi = FF OiK- (OY) 
Hiermit folgt aus der Definition (!) der zeitlichen Ableitung 
: 1 ‘ . 
ok = yh (H&,, — ;, H), 
’ 
(60) 
; v 
Nk = Th (H Nk ), A) 
i 
(H = Hamiltonsche Funktion) allerdings 
. OH 
( 7 - if 
Ik (61) 
OH 
Nk — a « 
0 E, 





Wir werden insbesondere fiir die Koordinaten «2; und Impulse p; Ver- 


tauschungsrelationen der Form (59) ansetzen und haben deshalb auch eime 


') Der Versuch wire nicht ganz absurd, obwohl sie erster Ordnung ist. 


Wegen des linearen Ansatzes (51) kann man niimlich die « ... 0 so bestimmen, 
daBr,, = 0L/0r,, wird. Benutzt man dies, um 1; ;, und damit J. als Funktion von 
/,, darzustellen, so gilt wegen der Homogeneitiit von L: r;, OL /dr,;, und 
folglich d (01/0; ;,)/dt + 0L/0r,;. = 0, was sich von einer Euler-Lagrange- 


schen Gleichung nur in einem Vorzeichen unterscheidet. 
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Lagrangesche Funktion dafiir aufgesucht. Aber fiir die r;, kénnen Ver 
tauschungsrelationen der Form (59) aus ‘Tensortransformationsgriinde), 
nicht in allen Koordinatensystemen gelten; daher werden auch die kanoni 
schen Gleichungen nicht die Form (61) haben, und es ist ganz unangebracht. 
bei der Kanonisierung der r,;, von der Lagrange-Funktion auszugehen 
Der naturgemaBe Weg ist offenbar der, die Schlubweise jetzt umzukehre) 
und zuniichst die Vertauschungsrelationen der r;, aufzustellen, sodann 
durch (60) ihre zeitlichen Ableitungen eimzufithren und schlieBlich dure} 
den Vergleich mit (51) die «, #, y, 6 zu bestimmen. Das Verfahren dari 
als schlissig, d.h. die r;, diirfen als kanonisch betrachtet werden, wenn 
damit im klassischen Grenztall h =- 0 die beiden Bedingungsgleichungen (57 
und (58) erfiillt sind. 

Die Hamiltonsche Funktion mub so bestimmt werden, dab fiir dic 
py. ©; auf Grund ihrer Vertauschungsrelationen die kanonischen Gleichungen 
in ihrer gewOhnlichen Form gelten, d. h. sie ist in der gewOhnlichen Weis 
durch eine Legendresche Transformation zu gewinnen, bei der nur di 
r,, 7, beriicksichtigt werden. Da die hier aufgestellten kanonischen Glei- 
chungen sich auf den Bewegungsablauf in der Eigenzeit beziehen, stellt 
jedoch H eine Invariante, nicht die Energie dar, und ist unter den in (60 
durch einen Punkt angedeuteten Differentiationen die Ableitung nach der 
Kigenzeit zu verstehen. Diese in die Bewegungsgleichungen eingehende 
Kigenzeit ist die der Verainderung der Lagenkoordinaten x; nach (1) ent- 
sprechende Zeit 7, nicht die Zeit T des Schwerpunktsystems. 


Die Hamiltonsche Funktion ist also gegeben durch 
OL . . 
se ne he wD, (62 
O 1). 
L ist zufolge (49) und (50) homogen vom ersten Grade in z und y und demnach 
zufolge (43) homogen vom zweiten Grade in den u,, d.h. den «,. Nach 


dem Eulerschen Satze fiir homogene Funktionen ist also einfach 
H = LI. (63) 


5. Vertauschungsrelationen. Die Vertauschungsrelationen (VR.) sind das 
einzige neue Klement, das wir der bisher rein klassischen Theorie hinzufiigen. 
Fiir die 7,, 2, nehmen wir, wie schon begriindet wurde, die Beziehungen 


h 
Pi Te — Te Pi ~ Ox, 


Pi Pr — PePi = Tit, — Myx; = O, 
ik 12 3,4 


(64 
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wn, im Einklang mit der Operatorenzuordnung in allen relativistischen 
'heorien. Die Ausdehnung auf die vierte Koordinate fiihrt bekanntlich 
zu formalen Widerspriichen, sobald die Energie diskrete Werte hat. Das 
ist aber in unserem Problem nicht der Fall; wir kOnnen uns daher in diesem 
far das Folgende unwichtigen Punkte mit dieser Formulierung begniigen. 
Wesentlich neu aufzustellen sind die VR. der r;;. Sie miissen jedenfalls 
der Forderung der Lorentz-Invarianz geniigen. Fiir das in Abschnitt 1 
eingefihrte Schwerpunktssystem mit U, = U, = Us, = 0 reduziert sich 
diese auf Invarianz gegen reelle Drehungen. Wir wollen mun dem anti- 
symmetrischen Tensor zwei Vektoren 
(Tog. 1315 19) = f, (Ta1> Tao> a3) = 19 (65) 
zuordnen und verlangen, da zwischen thnen im Schwerpunktssystem dv 
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen gelten sollen: 


h 
Li Me = i fi re Dik, 
(66) 





fhe — fe hi = $M — HG = 9, 
t, k 1, 2, 8. 

Die Dimension von f und gq ist dabei willkiirlich gleich der von | h gesetzt 

worden. Diese Freiheit haben wir, weil fiir den Anschlub an die dimen- 

sionierte Grobe s;, in (39) noch der Parameter p zur Verfiigung steht. Man 

kOnnte auch A durch die Eimheit ersetzen, doch sehen wir davon ab, weil 

zur Verifikation der klassischen Gleichungen noch em Grenziibergang 
nach A = 0 zu vollziehen ist. 

sewegt sich ein System gleichformig mit der Geschwindigkeit B 

cegen das Schwerpunktssystem, so findet man dureh eime Lorentz- 


transformation fiir die auf dieses System bezogenen f, q: 


h V2 + V3 
9: — 1 (1 T oa v2 ) 
usW,, 
| h 2V,V, 
Yo q. a = fh Gi fy _ 
fy % Jo I, i @ V2 29 gif, (O74) 
usW., 
h 2eV. 
f, I I, . See ie V2 91 Io Io Ir 
usW, 





Die durch ,,usw.** angedeuteten Formeln sind durch zyklische Vertauschung 


der Indizes 1, 2. 3 zu finden. Wir kénnen nun auch unter RW die auf das 
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beliebig (gleichférmig) bewegte System bezogene Schwerpunktsgeschwind iv- 
keit verstehen und alle GréBen rechterhand durch U, ... U4 ausdriicke: 
Die VR. enthalten dann nur noch auf dieses beliebig bewegte System be- 
zugliche GréBen und sind damit invariant. Sie lassen sich in Tensorfor) 


zusammenfassen unter: 


+ * . "| > y , y 
Tuy Too aint Too fur = h Du 0 Goa — 2 Ou 0 U, U a . 2 Ove U u f 0 
— ase 0, 0 2 O. a U, U, —2 d, a U,, 4, (65 


Wo an wieder den zu = dualen Tensor bedeutet. Man erhilt namlich, wenn 
alle vier Indizes “yoo verschieden sind, rechts und links Null; dasselly 
tritt ei, wenn 1” = » oder o = o ist. Stimmen zwei Indizes sonst iiberein, 
so ergeben sich die zweiten und dritten Formeln (67) (mit — B statt QB), 
und wenn auch die -beiden andern iibereinstimmen, die ersten drei. Mit 
den a, und p, bzw. U,, sollen die r,, als unabhingige Variable dritter Art 
unbeschriinkt vertauschbar sein. Dagegen sind sie mit den wu, nicht ver- 
tauschbar, weil diese die r,, enthalten. Die Regeln (21) und (22) bleiben 


bei diesen VR. bestehen. 


6. Ine Hamiltonsche Funktion und Vertauschungsrelationen der In- 
vrarianten. Um mit den so gewonnenen VR. in der am Schlusse von Ab- 
schnitt 4 ausgefiihrten Weise die Bewegungsgleichungen der r;; zu ver- 
vollstindigen, miissen wir zunichst in H die Geschwindigkeiten durch die 
Impulse ausdriicken. Die Durehfiihrung dieser und der folgenden Rech- 
nungen wiirde sehr umstandlich werden, wollte man den Wert von #, 


in (50) ganz beliebig lassen. Wir wollen uns daher beschrinken, den Fall 
af . ‘AE 
Vo - 0 (60) 


durchzurechnen. Es scheint uns iibrigens, daf man in der Wahl dieser Kon- 
stanten wirklich vollkommene Freiheit hat, d.h. daB die physikalischen 
Ergebnisse von ihrem Werte unabhangig sind; denn es handelte sich bei der 
EKinfiihrung von # durch (33) nur um die Erfiillung der Gleichung (2) als 
Differentialgleichung ohne Riicksicht auf Anfangsbedingungen. Diese 
sind in unserem kraftefreien Falle durch die Konstanz der U, erfiillt, und 
bei Kinfithrung auBerer Krifte kann man die U; variieren und ihre Anfangs- 


werte als Integrationskonstanten einfiihren. 


Die Lagrange-Funktion (50) wird nun einfach 


me? y—Az 


2 y4?4 BR 





(70) 
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mit der Bedeutung (42) und (48) der Invarianten. Nach (35) berechnet 


yan daraus 


r Au; 7 Tiu lar % on 
U; - ant i] 
- 9 
yA? + B 
Die Umkehrung [man braucht nur mit dem Ansatze u, = aU, - Or aur, 


in (71) einzugehen und nach den Regeln (21), (22) zu reduzieren| liefert 


ro ~<)) 


Uj = A, ) = 
:c%¢U,U, = Y,} m 
so gilt 
\ a y (74) 


Daher gilt sehlieblich auch, mit Hinblick auf (638), 


3 a r 
mc? Y —AX _ 
H — a; a 2 i) 
2 ) A? | 2 
Die Hamiltonsche Funktion lautet also in den Lnpulsen bzw. in den UU, 
genau wie die Lagrangesche Funktion in den Geschwindigkeiten: das 


wilt meht, wie (63), far jedes quadratische L. 


In diesem Ausdrucke sollen nun die Verinderlichen den VR. (64) 
und (68) unterworfen werden. Dazu ist zunichst fiir Symmetrisierung 
zu sorgen. Die in den r,, bilinearen Invarianten Y. 4 und B sind bereits 
durch die Tensorschreibweise symmetrisch, weil neben jeder Index- 
kombination auch die inverse vorkommt. {Auf die Stellung der U,; kommt 
es nicht an. In (72) z. B. ist aber $ (r,,.74, + "uy "i,) U, statt r,,7,,U, m 
lesen.| Wir untersuchen die Vertauschbarkeit dieser Grében untereinander 
und beginnen dazu mit den VR. der r,, und der Invarianten. Fiir ihre 


Definition vel. (42) und (73). Man findet fiir 4 und Y leicht, fiir B unter 


orn abkaphti , = mitts 2 8 7 9 , , * * : a 
Bericksichtigung der Identitat (r5 7, , asteo "ee Voatns— ‘nv’ ed" as' 
* pt aint « ;, _— TT 
Tuva A ur h{r,, —2(0,%.U,- UO, tua Ua)}; | 
nyv-B— Bri, = th leh, —2(U, 77,0, — U, re U.,)}, 76) 
foo = Fa, -2RA(2X + 1) (U,1r,, U, — Ur ty, Ue): | 
Die hierzu dualen Formeln findet man unter den Ergiinzungen des Ab- 
schnittes 12. XY = U? hat der Bedeutung von U; als Vierergeschwindigkeit 
entsprechend den Wert 1. In den folgenden Formeln ist dieser Wert 


immer gleich eingesetzt, da nicht mehr nach U, differentiiert wird. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110 43 
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Hiernach kénnen wir die VR. der Invarianten untereinander bilde:.. 


Zunichst ist 


BY YB 7 ee Gay sk ~ 2 ae) + OT = FEO tos) 


—2ihY. 77 
Die Ubrigen nehmen eine sehr symmetrische Form an, wenn man noc! 
C= Y-—-AX=Y+A4 is 
einfiihrt. Sie lauten dann 
AB— BA = eee | 
BC —CB = 2ih A, 7 
CA—AC = Dik B. | 


Diese Relationen werden uns in ihrem Zusammenhange mit denen de 
Diracschen Matrizen noch beschaftigen. Aus den beiden letzten ist, gany 


iihnlich wie bei Drehimpulskomponenten, zu schlieBen, dab 
C und A? + B? vertauschbar (SO 


sind. Die Grébe C, Formel (78), ist der Zihler von H, Formel (75), immer 
unter der Voraussetzung, dab Uy = NX 1 gesetzt werden kann, also 
nicht gerade als Funktion der U, betrachtet werden soll. Aus (80) folut 
nicht unbedingt, daB C auch mit (A? + b2)'!2 und (42 + L2)~ ‘2 vertauseh- 
bar ware (es kime z. B. auch Antikommutativitat in Frage); wir kommer 
aber nicht auf Widerspriiche, wenn wir diese Annahme machen und ohne 
weitere Symmetrisierung 

H — > meinen 8] 

2 yA?+ B 

setzen. 

Der physikalischen Bedeutung nach ist unser H nicht, wie in det 
Theorie ohne Strahlungskraft, die Ruhenergie. (Man ergiinzt dort gewohnlic! 
mc?/2, so dab H = 0 wird. Die Konstanz von H bedeutet jedenfalls di 
Konstanz der Ruhenergie.) Wir hatten urspriinglich mit der Konstan: 
der Ruhenergie das Vorhandensein einer Hamiltonschen Funktion wahr- 


scheinlich gemacht. Durch das Auftreten zweier Geschwindigkeiten ist 


9 
' me 
der Sachverhalt etwas anders geworden: weder ist H ——— Hes noeh 
. 
me? _., 7 
on U;, sondern, nach dem Eulerschen Satze fiir quadratische Funktionen, 
angewandt auf L, wegen H = L: 


1 OL me : 
— Ub; = u; U;; (82 
2 “Ou; 2 


H 
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— —_ me 
das ist z. B. im Schwerpunktssystem, U,...U,=0, Uy=1, H iN, 
' 2 


die halbe, negative Gesamtenergie. Ubrigens wiirde H in den beiden anderen 
Mormen, wegen U; ue —1, garkein Eigenwertproblem definieren 
und die Bildung der zeitlichen Ableitung nach (60) sinnlos sein. 

7. Die Bewequngsgleichungen der r;;, Fortsetzung. Nach diesen Vor- 
bereitungen kénnen wir die Berechnung der r,, zu Ende fiithren. Nach dem 


in Absehnitt 4 Gesagten sollten sie gegeben sein durch 


dix hi AS r. A), (83) 

dr h - se 
Van bendtigt zur Berechnung dieses Ausdruckes noch die VR. von r, , und 
A? +. B?) '2) was eigentlich eme besondere Definition erforderte, etwa 
die Extrapolation der VR. von r,, mit einer ganzen, positiven Potenz von 
A? + L* auf die Potenz 14. Aber wir brauchen hier nur die klassischi 
Naherung 2u berechnen, weil es sich ja um eine Koeffizientenbestimmung 
in der klassischen Gleichung (51) handeln soll, und kénnen einfach so 
schlieben: Im Schwerpunktssystem haben die VR. die Heisenbergsche 


Form, daher gilt dort 


(S84) 
OH 


JG 





Hier ist eigentlich quantenmechanische Differentiation gemeint. Aber in 
klassischer Niiherung geht diese in gewohnliche Differentiation iiber, und 
wir haben 

2 
me : a ( = ae ee ‘ , , a 
q — {(4?+ B*)—*': AC/Of - (47+ B*) » 0 (A* + B*) OF! (85) 


)» ! 


— a 


usw. Kehren wir nun bet der Bildung der Ableitungen zur Form der VR. 


zuriack: 





a ; (C C C'q| 
—~ = = (Ce q C) QI, 
OF h g Q h | Q ; 
; (S6) 
OC 1 CF OC ron 
~ — ( : ) | 
aq h | h 
so kénnen wir leichtr ,;, fir ein beliebiges Bezugssystem angeben: 
vt me* | 
Vik -)} (47 4+ B*)-'2[Cry, 
; a2 | [Or] 
C ‘ 3 ‘ 9 | - 
— = (A* + B)—*[ A? + B, rx] (87) 
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wobei wir nach Ausfiithrung der Klammeroperationen auf die Faktorenfoly, 
nicht mehr zu achten brauchen. Mit den Formeln (76) bzw. ihren k) 


ginzungen ergibt sich leicht 


9 
: me” : - : ; . 
Vik “> oe. (A* — B?) 2 Vik 
ya) 
¥ . 9 = 3/. P ’ , r Pa , 
i B¢ (4° a B . (rx 5 2 (( ilka l ” ae UL ia U w)) 
° Y 9 o\  § Y y r , 
— tAC (A? + B*)~*l2(r¥, — 2(UO; rf, Us — Uy rg U,))}- (Ss 


lies ist die gesuchte Bewequngsgleichung in kanonischen Variablen. 


Um den Vergleich mit (51) vorzunehmen, mu man noeh die UU, durch 


i 


die u, ausdriicken. Beim Einsetzen von (71) behalt man nach der Reduktion 
2 

, . } | * : ‘ 

ku Vai , UU Vio u, "k a“ Pay 


Formel (152) der ,,Erginzungen** weiter vereinfachen lassen. Nach einer 


noch Glieder mit r.u,7 


id 


u,, die sich aber nach 


lingeren Rechnung wird 





O tea Ug — Untig Ug = — (Ute Ug — UE Nig Ue) 
(A? + B®? —AC)r;, —iBCr?, 
A’? + B . & 
(So) 
U, tra U, — Uy ri, U, — (Uz Tey Ug — Uy Tro Uy) 
iBCr,;, + (4? + B*+AC) rt, 
J A? + B a 
Durch Eintragen dieser beiden Terme in (88) wird schlieBlich 
me 
Vik = —>- (4° + B)—*2 {— BCry, + 1(C? — A? — B+ CY) of, 


+2 BC (Uj; tpg Ug — UK Nig Ug) — 21 AC (UTE, Ug — Uy TF U,)}. (90) 
Diese Formel bestimmt die Koeffizienten «% ...06 in (51). Es geniiet, fest- 
zustellen, dab 





9 
m ce 
—— : BC, 
. (A? + B*)*!2 
: (91) 
Lm iC 
0 = —_. 4 ¢ 
(A? + B?*)*l2 
ist. Dies ergibt in (57) 
p = 9, (92) 


und damit ist auch (58) erfiillt. Unsere Hamiltonsche Funktion ist danach 
mit allen klassischen Bewegungsqleichungen im Einklang. 

Allerdings erhilt man an Stelle der letzten, Gleichung (3), zufolge 
von (39) mit p = 0 lediglich ihre triviale Lésung: s;, = 0. Aber gerade das 
ist sehr befriedigend; denn aus (2) folet nun 

d u,; 


fe. 93 
dr 9) 
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ind damit beschleunigungsfreie Bewegung, wie man es in der Abwesenheit 
P juBerer Krafte erwarten mub. Die schwer zu deutenden, iibrigens bei 
konstantem e¢ unendlich werdenden, nichttrivialen Lésungen, die (3) in 
diesem Falle auBerdem noch hat, werden hiermit in der klassischen Naherung 
erwiinschterweise von selber ausgeschlossen, und zwar ohne dap den r;, 


irgendwelche trivialen oder iiberhawpt partikuldren Werte auferlegt werden. 


5 Die Variablen dritter Art behalten vielmehr ihre selbstiindigen, nur von den 

universellen Konstanten abhingigen Bewegungsgleichungen, in klassischer 
h Niherung eben die Gleichungen (88). Dieser Sachverhalt erscheint uns, 
Nn wie schon am Schlusse der Eimleitung angedeutet wurde, besonders wichtig 
h im Hinblick auf den Spin, dessen Auftreten wir nun erértern wollen. Das 
r /ustandekommen der richtigen Spinmechanik médge die vorliufig etwas 


kihne Hoffnung rechtfertigen, dai die r;, die richtigen Variablen sind, 
um bei nichtverschwindenden f;, auch die Gleichung (3) selbst zu ge- 
winnen. 

8. Zusammenhang mit den Diracschen Variablen. Die Diraesche 


Gleichung schreibt sich bekanntlich fir freie Elektronen 


QP + O&yPys- Og me 0 (94) 
oder mit (19), wenn man (U,, Us, Us) = U setzt 
au + a,ly+ os = 0. (95) 


abel ist «% die auf ¢ bezogene, gewOhnliche Gesehwindigkeit: 
Dal t | fe | hnliche ¢ | ligkeit 


v 
a - (96) 
e 
und 
a4 t (97) 
Die VR. der «% untereinander und mit 0, werden gewoOhnlich 
y; Ze 7 Xp oF 2 0; ks | 
Hy Os > O3g%; Q). 0° # | (98) 
t, k 1, 2,3 


veschrieben. Man kann aber auch die «, wie schon Dirac es urspriinglich 
vetan hat}, in' der Form 
a 1 o (99) 


') P. A.M. Dirac. Die Prinzipien der Quantenmechanik, § 74; Leipzig 
L930. 
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einfiihren. Dieo,, d9, 63 und 9,, 03 zusammen mit einem sechsten Operator o, 
bilden dann eine Darstellung vierten Grades der Lorentz-Transformatio 


Die VR. fiir eine beliebige Darstellung lauten!) 
O10, — 090, = 2103, usw. (100 


Jedes o ist mit jedem o vertauschbar. Man findet die hieraus folgende; 
Matrizen allgemein ausgerechnet bei van der Waerden. Unter ihnen sind 
die vierzeiligen dadurch ausgezeichnet, dab die o unter sich und die 0 unter 
sich antikommutativ und die Quadrate aller sechs GréBen gleich der 
Einheitsmatrix sind. Dies fiihrt dazu, daB sie in der Verbindung (99) dic 
Diracschen VR. erfiillen, und zwar kann man zeigen?), daB sie bis aut 
Ahnlichkeitstransformationen (o’ = S-! oS, mit unitérem §) und triviale 
Erweiterungen die einzigen dieser Eigenschaft sind. Es lassen sich aus 
ihnen zwei Invarianten, zwei Vierervektoren und ein antisymmetrischer 
Tensor zweiter Stufe bilden, namlich*) die Invarianten 09, und vs (d. h. 
y* o, y ist invariant; Kntsprechendes gilt fir das Ubrige), die Vektoren 
Hy, ko, tg, 0° 1 und oj, Gg. Gg, 10, und der antisymmetrische Tensor «; 03 %, 
mit 1,k = 1, 2, 8. 

Wir wollen nun in zunichst mehr orientierender Weise die Verhiltnisse 
im Schwerpunktssystem betrachten und zeigen, dab ein Teil unserer Variablen 
dritter Art bzw. der daraus zusammengesetzten Grében ohne weiteres 
den Diracschen Variablen zugeordnet werden kann, und daB dabei 
physikalische GréBen gleicher Bedeutung einander zugeordnet werden. 
Um auf gelaiufige Beziehungen zu kommen, gehen wir nach (65) zu Raum- 


vektoren iiber. Es ist dann allgemein 


A= } (f? ae: q*), | (102) 
B= 4(gf +f). | : 


Im Schwerpunktssystem wird ferner {vgl. (73) | 
Y=, (103) 


daher [nach (78)] 
C=Y+A4 1 (f? +- g?) (104) 


') B.L. van der Waerden, Die gruppentheoretische Methode in der 


Quantenmechanik, § 20, Berlin 1932. Man setze dort A, + A, G,, A,— 4, 
id,, 2A, = o, und B, + B, o, usw. — #7) W. Pauli, Handb. d. Phys., 
2. Aufl., Bd. XXIV/1, Kap. 2/B, Ziff. 2. Berlin 1933. 3) J.v. Neumann, 


ZS. f. Phys. 48, 868, 1928. Vgl. auch die Arbeit des Verfassers ebenda 96. 


520, 1935. 











OO) 


()| 
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nnd. wenn wir kurz (Uy, Uo, Ug) u setzen, nach (72): 
1 (f? 2) 
( °@ ( q } ee 
u : af] ‘ uy 1- / . . (105) 
yA? + BP ) A? + B 
Wir betrachten nun die Grében 
s = [gf] | 
- ’ (106) 
4 5) + ff). | 


Die f,q verhalten sich im Sehwerpunktssystem gemab (66) wie Impuls- 


und Ortsvektor, also § wie ein Drehimpuls: es gilt also 


So Sy ihs., usw., (107) 


und ebenso, wie der Drehimpuls mit drehinvarianten Groen vertauschbar 

ist, ist § vertauschbar mit 4, B,C und s,. Wir wollen auch nicht ganz 

ohne Willkiir, wie bei (81) Vertauschbarkeit mit 2 — 15? annehmen. 

Die Gleichungen (107) entsprechen, da es sich um Vektorkomponenten 

handelt, den Gleichungen (100), und zwar gehen sie in diese iiber, wenn man 
h 


o (108) 
9 


sr 


setzt. Nun bilden, wie bemerkt, o und io, emen Vierervektor; das gleiche 
. . ‘ / . . 

tun s und s,, da sie im Schwerpunktssystem aus | A® + bu, hervor- 

vehen; und da /* + g? mit [gf] ebenso kommutiert, wie 9, mit o, kann 


man $, 8, vollstaéndig durch Diraesche Operatoren darstellen in der Form 


h h. 
6, 8 = iQ, (109) 


wh 
bo | 


Aus dieser Gleichsetzung folet die Ubereinstimmung unserer Theorie mit 
der Diraeschen in einer wichtigen Gleichung. Es ergibt sich nimlich, 
indem die mit allen wibrigen auch mit sy, wegen sy iC vertausch- 


baren \2 L J3* sich heben, 


v iu LS o 
—_— -- (110) 
( U, 8, 0; 
In Diraecs Theorie war laut (96) und (99) 
D \ 
a 0, G, (111) 
“ 


und das ist genau dasselbe, denn 0, hat, wie alle Diraeschen Matrizen, 


das Quadrat 1, folglich ist 0, o, ', und die reziproke Schreibweise ist 


offenbar die sinnvolle. Wiahrend in (109) nur zwei Darstellungen auf- 
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einander bezogen wurden, wobei ihre Elemente noch ganz verschiede, 
Bedeutung haben konnten, hat man es hier wirklich mit der gleich 
physikalischen GréBbe zu tun. 

Diese Zuordnung ist trotzdem nur orientierend insofern, als sie sich | 
den s nur auf die allgemeinen, den VR. (100) entsprechenden Relationen (107 
stiitzt, wihrend die o den schirferen VR. Diracs unterliegen. Wir werd. 
die Verhiltnisse sogleich genauer untersuchen und finden, daB in der Ta; 
die halbzahlige Quantelung allgemein und ihre den schirferen Relations, 
geniigende, niedrigste Stufe im besonderen durch einfache Nebenbedingunee), 
ausgezeichnet sind. Wenn einer dieser Fille vorliegt, hat wie bei den se- 
wOhnlichen Drehimpulsen nur das Produkt [qf] quantentheoretische Be- 


deutung, wihrend es fiir seine Faktoren keine Darstellung gibt. 


9. Darstellungen fiir A, B und C durch endliche Matrizen. Unsere 
Theorie enthalt noch die Invarianten A und B. Es liegt nahe, zu erwarten, 
daB sie sich durch die Diraecschen Invarianten 0, und 9g darstellen lassen: 
denn 0). 09, 03 bilden ja zufolge (101) eimen sehr ahnlichen Zykel wie 

h 
A, B,C in (79), und C ist im Schwerpunktssystem gleich > 9,. Ein solcher 


Zusammenhang besteht auch; er ist aber nicht so einfach, wie es den Anschein 
hat, und wir wollen zuniichst die VR. (79) systematisch und ohne Hinblick 
darauf untersuchen. Man findet leicht, dab 

D? = C2 — (A? + B?) (112) 
mit 4, B und C vertauschbar ist. Zwischen A, B, C und s* besteht nun ein 
Identititsbeziehung. Bei kommutativen Variablen wiire 
C*— (427+ B)=}(F +9"—-—2 7 — 9? — Gf? =lofF=s*, (118) 

9° 
nee va APG. me . 
was darauf hinausliiuft, dab im Schwerpunktssystem H = 
Wegen der Nichtkommutativitét bleiben bei der Differenzbildung noch 
Glieder mit A? stehen, und zwar ergibt sich 
D? = C? — (A? + B*) = s? — $ h?. (114) 

Die Kigenwerte von 5 sind bekanntlich durch (107) vollstandig bestimmt, 
wenn man noch hinzunimmt, daB 5 reell ist. Diese Voraussetzung wollen 
wir machen; danach ist 

5? = 9 GS 1. 1) A?, (115) 
wobei S ganzzahlig oder halbzahlig sein kann. Der kleinste Wert ist S = 3; 


also ist jedenfalls 
Dp? > 0. (116) 
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\Vahlt man C diagonal, so ergibt sich aus (79) nach der gew6hnlichen Schlub- 
veise durch Einfiihrung von 4A + iB und 4A iB, dab die Eigenwerte 
von C die Abstinde 2/4 haben. Der mangelnden Definitheit in (112) halber 
braucht es aber bei gegebenem J) keinen grébten und kleinsten zu geben. Be- 
trachten wir dennoch, um zu einer Ubersicht zu kommen, einmal die Dar- 
stellungen von 4, B und C durch endliche Matrizen. Man schliebt dann wie 
iblich aus der Betrachtung von (4 +74) (4 —iB) baw. (A —i Bb) (Ai Bb) 


in C-Darstellung, dab, wenn man 


Dp I (1 + 2) h? (117) 
setzt, der niedrigste EKigenwert von C unter (J — 2) A und Lh, der 
hoéchste unter J A und (1 +- 2) A zu suchen ist. Fir J folet aus (114). 


(115) und (117) die Gleichung 
I (I + 2) (S — 3) (S + $) (118) 
mit den Wurzeln J S—t und 1 S — - Also sind 


(S— 5) h, 


(119) 
( S ; Lh} 


| 
der héchste und niedrigste Eigenwert. Eim Abstand gleich einem ganzen 
Vielfachen von 2/ ergibt sich hieraus nur, wenn S halbzahlig ist. Wir 


haben also die EKigenwerte 





Ss Cl2h Ss C2h Ss ("2n 


usw. 


Bei endlichen C-Matrizen sind also nur halbzahlige S zugelassen. A 2%, 
B/2%, C/2 und s,, 8, 8; kOnnen nach den Formeln (20, 13) bei van der 
Waerden (mit J = S, J’ = }S—}, 8s, =h/2-0, =h/2 -(4,+ A, usw., 
A/2i = h/2-(B, + B,) usw.) als hermitesche Matrizen dargestellt werden. 
Nachdem das fiir 5s vorausgesetzt wurde, werden also A und JB schief- 
hermitesch oder reinimagindr. Die Hamiltonsche Funktion (81) wird 
damit auch remimaginir. Man hat das wohl so aufzufassen, dab 
Partikel mit S ., + d usw. instabil sind mit Lebensdauern der Grében- 


ordnung hime? = 2137 e ~ 10° see. Eine Ausnahme bildet der Fall 


5 = 4 C2 A? + B?, (121) 
vel. (114). Hierzu gehért nach der Aufstellung (120) C = 0; die Hamilton- 


sche Funktion erscheint hier unter der Form 0.0. Die Bedingung (121) 
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ist aber nach einer Operatortransformation auch noch mit eadlichem « 
zu erfillen und wird uns gerade das Diraecsche Elektron hefern. Mit d: 
hypothetischen, kurzlebigen Gebilden wollen wir uns in dieser Arbeit nich 


weiter befassen. 


Auperdem kann es immer ganzzahlige S mit unendlichen C-Matrize: 
geben. Fir die aus den f,g, die den VR. (66) geniigen, zusammengesetzte) 
Groben sind ja alle tibrigen VR.. sowie die Bedingungsgleichung (114 
soviel wie Identitdten, insofern als sie auf Grund von (66) aufgestellt wurden. 
Dab die als Vektorprodukte konjugierter f, gq, die den Heisenbergsche 
Vertauschungsrelationen geniigen, darstellbaren s immer ganzzahlige Vic 
fache von # zu Eigenwerten haben, ist ein wohlbekannter Satz der Quanten 
mechanik!). Fiir die mit dieser Arbeit verfolgten elektrodynamische) 
Ziele wird man wohl die f,q selber brauchen und demgemabh ganzzahlive 
Werte von S zulassen miissen, doch laibt sich dariiber beim gegenwiirtigen 
Stande der Betrachtung nichts Genaueres sagen. Die EH axistenz weitere 
Zustiinde, sei es mit ganzen, sei es mit halbganzen S ist jedenfalls aus 
den am Schlusse von Abschnitt 6 erwihnten Griinden fiir die Theorie 


notwendig, weil sie erst das Kigenwertspektrum von H_ bestimmen. 


10. Beliebiges, gleichformig bewegtes System. Um zu einer Einsicht 
in die mathematisch etwas verwickelteren Verhaltnisse des Falles (121 
zu gelangen, miissen wir den Ubergang zu einem gegen das Schwerpunkts- 
system bewegten Systeme genauer erértern. Fir die Hamiltonsche 
Funktion galt nach (81) und (82) 
2H CU 


u lJ. = - = ———. ie (12v 
ad mec |} A? + B 


Im Schwerpunktssystem genugten die | 4? + Lb? u; den besonders einfachen 


VR. des Drehimpulses. Wir wollen daher auch hier 


) 4? + B2u, = s (123 


i 
elnfihren und an Stelle von (122) die Gleiechung 


3.U.+C 0) (124 


7 i 
betrachten. Die s; gehen aus den im Schwerpunktssystem benutzten dureh 
eine Lorentz-Transformation hervor. In Gleichung (20) wurden sie bzw. 
die uw; ja auf diese Weise erzeugt. Wir kOnnen aber auch die VR. der s 
aus (68) berechnen und mit ihrer Hilfe die s; bestimmen. Der gréberen 


i 


')M. Born u. P. Jordan, Elementare Quantenmechanik, § 32. Berlin 1930. 











al 
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Deuthchkeit halber und weil die allgemeinen VR. der s, an und fiir sich 


i 


Interesse haben, sei auch dieser Weg angedeutet: man findet 


$1 89 — Se 8; h (Sg l PF S4 l @)s | 


125 
S$, Sq — 54 Sy h(s,Us—s8,U,) | 
usW. 
lhe Grobe 
yi = 51] 1 ‘4 U, (126) 


ist mit allen s, vertauschbar. Mit ihrer Hilfe kann man Ss, aus der ersten 


Hilfte der VR. vertreiben; danach gelingt es durch eine Lineartransformation 
der s unschwer, die Gleichungen auf die Form (100) zu bringen und damit 
s auf o zuriickzufiihren. Es ergibt sich so 

h | U (Uo) 

— \o — ——— (1— 1+ UU? y U, 

2° Tur I yu : 


(127) 


sr 





a, | 
s, = i— (Uo) —in fl +, 


und das bedeutet in der Tat eme Lorentz-Transformation mit der Ge- 
schwindigkeit cll J 1 + U*, wenn man 


h 
(128) 
setzt. 

Wie man sieht, kann die Grébe 7, auf zweierlei Weise aufgefabt werden: 
nach (128) ist sie die vierte Komponente eines Vierervektors, nach (126) 
eine Invariante und gemab (124) gleich — C' zu setzen. Diese Kigenschaft 


hat die vierte Komponente emer Lorentz-Transformation 2, _%} 


Rig 
j 
immer, weil die ia,; gerade die Komponenten der als Vierervektor U, 


aufgefabten Transformationsgeschwindigkeit, bezogen auf das System 


mit «.. bilden!): es ist also iz “s' U),2, 
j 4 2,3 


j, Wie eben in (128) und (126) 


/ 
zum Ausdruck kommt. Die vierte Komponente eimes Vierervektors in 
einem bestimmten System driickt sich also durch seine Komponenten in 
bezug auf andere Systeme und die Relativgeschwindigkeit des hervor- 
gehobenen gegen diese nicht nur stets in gleicher Weise aus, sondern noch 
in der Form einer Invarianten. Dieser fiir gew6hnlich nieht besonders 


bemerkenswette Sachverhalt spielt nachher eine Rolle, wenn wir /-ar- 


') Man betrachte ein vollstiindiges Schema der Lorentz-Transformation, 
etwa bei E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin 
1936, 
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stellungen der betreffenden Gréfe aufsuchen; wir erhalten dann mehrey 
Darstellungen mit verschiedenem Transformationscharakter. 

Wir wenden uns nun wieder Gleichung (124) zu. Sie soll natiirlic 
als Invariante aufgefabt werden, d.h. als eine in jedem System giilti: 
Beziehung zwischen den dynamischen Variablen mit ihren Vertauschunes- 
relationen. Es kommt uns darauf an, zu zeigen, dab sie die Diraesclh, 
Gleichung ist, und wir haben dazu bereits die s; durch die o; ausgedriickt 
Wiirden wir die s; aber in der Form (127) substituieren, so kimen wir nw 

h 
auf das Schwerpunktssystem (C= — 7 = — “9 id) zuriick, gemiif} (128). 
2 
Kine invariante Darstellung im eigentlichen Sinne erhalten wir aber, wenn 
es gelinet, die Transformation (127) in die Form 
h 


—— a 4 oT 
8; _— 9 y 0; Y (129) 
— 





zu setzen (die Bedeutung von y s. w. u.) und durch die gleiche Trans- 
formation C' in sich selbst iiberzufiihren: 


C= yy. (130 


Die vorgelegte Gleichung verindert dadurech zunichst nicht ihren Sinn. 
Wir fiihren aber jetzt die Impulse nach (19) ein und wenden die Gleichung 
auf eine w-Funktion (wp) an: 

h 

—YOPY Yo tmeyCyy, = 0. (131) 


9 / 


Danach kénnen wir, statt wie bisher die auf das beliebig bewegte System 


beziiglichen s; durch die auf das Schwerpunktssystem beziiglichen aus- 
zudriicken, umgekehrt die Funktion yp. des Schwerpunktssystems durch 
die des beliebig bewegten (wy) ersetzen vermége 
A — (1 2»)) 
ie ieee (152) 
ih _ 1 
Die Gleichung lautet dann, wenn wir noch von links mit = y) multi- 


plizieren: 


2 
Oo; Pi y+ ; ai y = 0. (133) 


In dieser Form labt sie sich nun in jedem System reproduzieren, denn die o; 
und ( sind reine Zahlenmatrizen und enthalten, obwohl sie im Schwer- 
punktssystem aufgestellt wurden, keine darauf beziiglichen Parameter. 

Die Bezugnahme auf die y-Funktion geschah hier nur, um den Sinn der 


Sache besser hervortreten zu lassen, und wir kénnten auch das y-Symbo! 
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in (133) wieder streichen. Dann kann y irgendeine Matrix sein.  [in- 
schrinkend kann man verlangen, dali eine zu (133) konjugierte Gleichung 
fir eine Funktion y* besteht. Dann ist y die y adjungierte Matrix. 

Im allgemeinen und besonders wenn man derartige Zusatzforderungen 
erhebt, bedarf die Existenz solcher Matrizen eines besonderen Beweises. 
Wir wollen uns in dieser Arbeit, wie gesagt, auf den Fall S — } beschriinken 
und haben dann wohlbekannte Verhialtnisse. Die o-Matrizen sind in diesem 


Falle die .,.Paulischen”: 


0 1) 0-2 1 O 
"= (, 0)? = (; 0) “a le 4)" -_ 


Sie bilden mit 


C, = i(, ) (135) 


eine bei eigentlichen Lorentz-Transformationen invariante Wellengleichung. 


Um auch Spiegelungen des Koordinatensystems zu umfassen!), miissen 
sie aut 
a 0 01 ' 
¢= ), o,=i0, o, =| (136) 
Oo . 7 10 


erweitert werden, wo die Teilmatrizen o und 1 die zweizeiligen Paulischen 
Matrizen bzw. die Einheitsmatrix bedeuten. Dies sind die Diraeschen 
o-Matrizen; sie transformieren sich mit dem von Dirae angegebenen y, 
das in diesem Falle hermitesch ist. Setzen wir sie in (138) ein, so kénnen 
wir nach dem bisher Entwickelten nur C = 0 setzen; wir haben dann eine 
Diraesche Gleichung fiir eine Partikel mit verschwindender Ruhmasse. 
Ks abt sich aber zeigen, dab es zu S i auch ein C + 0 gibt. Dies diirfte 


die sinnvolle Hebung der auftretenden Unbestimmtheit AH 00 sein. 


11. Diracsche Gleichung mit endlicher Ruhmasse. Der Zustand S = } 
war nach der allgemeinen Bedingungsgleichung (114) gekennzeichnet 
durch C? — 4? + B?. Die A, B, C unterliegen den VR. (79). Beim Anblick 
der Bedingungsgleichung ist es naheliegend, eine Hilfsvariable m einzufiihren, 
derart, dab 


A C' cos @, | 


; 137) 
B= C sin ti 

wird. Schreiben wir nun fiir C und gm die VR. 
Ce'vV = eV (C+2h), Ce” = e 9 (C —2h) (138) 


1) W. Pauli, a.a.O.; B.L. vander Waerden, a. a. O. 
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vor, so sind gerade die simtlichen VR. (79) erfiillt. Wir haben nimlic! 





oh . 

(' cos QP — cos p ¢ = —-—~ sn@, 

(189 
i 2h 
( sin @ sin @p ¢ : — Cos gy, 
L 
also z. B. 
/ Qh. 2h 

AB—BA = C\Ccos @ + - sin y )sin g—C (sin @ — ss COS 4 } cos ( 
== — 3skC, (140 


und sehr aihnlich erfiillen sich die ibrigen Gleichungen (79) sowie aueh di: 
Bedingung C? = 4A? + bh? selbst. Man kann auch zur Matrizenschreibweis: 
iibergehen, denn g wirkt wie — 2/7 -0/0C; daher ist e'’, auf eine Funktio: 
von ( angewandt, 


e' 4 y (C) y (Ul — 2h), (141 


und die 4, BL transformieren die y (C), y (C = 2h), ... linear untereinander. 
Die Matrix fiir C ist diagonal und hat die unendlich vielen Element: 
("— 4h, C’— 2h, C’,C’ + 2h, ..., woC’ eine c-Zahl ist. Die Eigen- 
werte des Operators C sind also nur bis auf eime additive Konstante fest- 
celect. 
Wir kommen nun auf unsere Frage von Abschnitt 9 zuriick, ob sich 
nicht die Invarianten 4 und & durch die Diracschen Invarianten 0, 


und og darstellen lassen. Wire C = ho, zu setzen, so wiiren die VR, (79 


erfullt durch 4 = ihos, B= ihog. Aber dies ergiibe C* — (4? + b* 
3A? und entspriiche S = 3, nicht S = 3: auberdem ist im Schwer- 
punktssystem C = s,i = }ho,, mecht 4 o0,. Man kann also nicht die 


und £ direkt og und og proportional setzen; dagegen ist es aut einfach: 
Weise moglich, sie als Funktionen davon aufzufassen, und zwar durch Ver- 
mittlung der Hilfsvariablen gw in ,,Parameterdarstellung’ ohne Eimfihrung 


von Lrrationalititen. Den Weg dazu weist die Bemerkung, dab 





2 
0; — h C, 
21 (Pp 
0. = 7 C' cos x ; (142 
») “ 
a 1 y ) 
0» ~Csin © > 
- h 2 


die VR. (101) erfiillen, wenn man (138) auffabt als Folge von 


v7 4 vi 
i l ; 


Cet —e CEC 4 h E Ce 2=@ '2(C- h). (148 











i 
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Man erkennt daraus bereits den Sinn dieser Zuordnung: Es gibt zwei Dar- 
stellungen fiir C, eine durch y,, das sich wie eine Vierervektorkomponente 
transformiert, und eime durch g, und Os, die sich wie Invarianten ver- 
halten. Dies entspricht genau der Doppelbedeutung, die 7, | (’) in 
126) und (128) hat. 

Aber wir haben jetzt eine andere Nebenbedingung. Wihrend zu (79) 
verlangt war C? — A? + b*, was fiir C Null oder eine unendliche Matrix 
ergab, wird jetzt nicht, wie entsprechend aus (142) folgen wirde, 
0; _- (05 + 05) verlangt, sondern gemiil (136) soll 0, 1 sem und 


folelich C die Kigenwerte h.2 haben. Unter dieser Bedingung erhilt 


oa 


man aus den VR. (101) nach einer kleinen Rechnung, die wir unter die 


Erginzungen’ im Schlubabschnitt verweisen: 





9 

“> 
94. 

Og = h (’ ¢os (z a 5) — sin (> = é), (144) 
94 ) ) 

2, = Ycsin(Z +8) + 0m(2 +0) 


Wir haben also micht nur verschiedene Darstellungen von C je nach dem 
Transformationscharakter, sondern auch verschiedene EKigenwerte je nach 
den Nebenbedingungen. Durch die ,,Parameterdarstellungen* (187) und 
(144) wird eben nur eine funktionale Abhingigkeit der Operatoren gestiftet, 
nicht eine Gemeinschaft der eigenwe rie. Die so berechneten 01, Oa, Vg 


haben alle igenschaften der betreffenden Diraeschen Operatoren: ins- 


besondere ist auch ae a. Bs M1 Oo i Og usw. 


Hiermit ist also ein einfacher Zusammenhang zwischen den Dirac- 
schen o und unseren als konjugiert zu betrachtenden Variablen C und @/2 
gefunden. Zur Deutung der Gleichungen (144) erinnern wir an die 
foleenden bekannten Verhiltnisse. Wir haben bisher, wenn wir eine Glei- 
chung als Operatorengleichung auffaBten, die o,o0 als Zahlenmatrizen 
und die y-Funktion als von den Weltkoordinaten, insbesondere auch von 
der Zeit (t) abhiingig gedacht. Man kann aber auch, wie Schrédinger 
gerade am Beispiel der Diraeschen Operatoren besonders klar ausemander- 
vesetzt hat), die y-Funktion mit einem Anfangswerte der Zeit festhalten 
und den Operator variieren lassen. Seine Abhiingigkeit von der Zeit folet 

') E. Schrédinger, Berl. Akad. Ber. (Phys.-math. Kl.) 1980, Nr. 24, 


5S. 418. Vgl. auch H. A. Kramers, Hand- und Jahrb. der chem. Phys., Bd. 1, 
§ 43; Leipzig 1938 und andere moderne Darstellungen der Quantenmechanik. 
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dann allgemein einer Differentialgleichung der Form (60) mit der Ener; 
als Hamilton-Funktion. In diesem Sinne hat fiir die kraiftefreie Beweoun 
des Diraeschen Elektrons Fock?) die ,,Bewegungsgleichungen* der 

und o aufgestellt und integriert. In dem von uns so genannten Sehwvr) 
punkissystem {e = 0 bei Fock: die 0, 09, 03 sind dann die 0, 0), 0 
Gleichung (29) a.a.O.] lauten die Lésungen, wenn man noch wie in A| 


schnitt 2 die auf das Schwerpunktssystem beziigliche Zeit mit T bezeichnet 


0, = 0; cos 2m T — 0, sin 2a, T, 
Oo = 0, sin 2m, T + 0; COS 2M, T, | (145 
= - 0 
03 0. 
mit 
m c 
On, = h : (146 


Die 0° sind hier zeitunabhingige Matrizen mit der Bedeutung von Anfanygs- 
werten, eben die ZGahlenmatrizen Diracs. Diese Gleichungen gehen in 


unsere Formeln (144) tiber, wenn man 


1 = 2w,T + const. (147) 
setzt und die 0), 09, 03 zyklisch permutiert. Eine solehe Umstellung kann 
durch eine unitire Transformation aufgehoben werden und ist daher un- 
wesentlich. Wir werden so dazu gefiihrt, g/4 am, als die Kigenzeit des Schwer- 
punktssystems zu betrachten und die 0, 09, @3 In (144) als die zeitverinder- 
liche Form dieser Operatoren aufzufassen. In (133) ist, wie gesagt, mit y 
die zeitabhingige EHigenfunktion gemeint; dementsprechend driickt sich ¢ 


durch die Anfangswerte 0° der o aus. 


Die Gleichungen (144) sind zunichst q-Zahlrelationen. In Matrixform 


miissen sie offenbar lauten®) 





2 
Riga = v? 
Da / 
at. Pp a. = , 
o, = j C; cos (= + ) -— Oo, 31n & —_ 6), (144) 
Qi Pp @— 
Os = h C; sin € +. >) — 0: cos (+ ) 5) 


mit m und 0 als c-Zahlen. Wir haben hier unterschieden zwischen C,, das 


ist C in seiner Bedeutung als Invariante, und (C,, das ist C als Vierervektor- 


1) V. Fock, ZS. f. Phys. 68, 522, 1931. — ?#) Dieser Ubergang bedari 
noch der systematischen Bezriindung. 











~~ 
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componente in der Doppelbedeutung, die } ({* , q”) in (104) und (106) hat. 


Ihre Matrixdarstellungen sind also, wenn man etwa 0 0 setzt: 


Y h 0 
CL = 501 
(148 
C h 0 
i 95 SF 





Die Matrix o! ist durch die Vertauschungsrelationen bestimmt. In (133) 
ist C als Invariante gemeint: wir haben demnach in (148) den Ausdruck 
mit 0, zu wablen, das ist die Diraesche Zahlenmatrix og. Dab hierfiir (130) 
wilt, hegt in der Natur von 0, als Invarianten. Die Gleichung (133) nimmt 
damit die Form 

0; Pi YP iMe Oy 0 (149) 


an, und daraus entspringt durch Linksmultiplikation mit 0,, wegen 


0,0, = a [vgl. (99); die Formel gilt auch fiir 1 = 4], 0, 05 = 1 0: 
(a; Pj + Me Og) yp = O (150) 


in genauer U bereinstimmung mit (94). Wir haben damit auch die Diraesche 


h 


Gleichung mit endlicher Ruhmasse gewonnen. Die Bedeutung von ,o 


als zusitzlicher Drehimpuls ergibt sich schlieblich daraus, dab — auch 


ohne auBere Krifte, mit Bezug auf ein beliebiges Zentrum nicht {rp}, 


t . . . 
, 9 zeltlich konstant ist. 


sondern [rp] 4 


HMiermit diirfte bewiesen sein, dab der ,,Spin‘* ebensogut wie die ,,Bahn- 
hbewegung** in der klassischen Theorie enthalten ist, ohne dal diese eme 
Krginzung durch irgendein Elektronenmodell ertihrt, und dal elektro- 
magnetische Wechselwirkungen aufs engste damit verbunden sind. Man 
darf sich danach nicht wundern, wenn man auf Widerspriiche st6Bt bei dem 
Versuch, elektromagnetische Wellenfelder an eine Hamiltonsehe Funktion 
anzuschlieben, die den Elektronenspin schon enthilt. Die Einfiihrung der 
Strahlungsreaktion auf der hier versuchten Grundlage scheint freilich 
noch ein schwieriges Problem zu sein, nicht nur wegen der mathematischen 
Schwierigkeiten in der Ausdehnung dieser Behandlungsweise auf den Fall 
nicht versechwindender Felder, sondern vor allem, weil noch gar nicht fest- 
steht, welche physikalischen Fragestellungen sich damit beantworten 
lassen. Das rein mechanische Problem diirfte ziemlich klar sein: Es handelt 
sich um die Auffindung einer GréBe, die ,,diagonal* bleibt oder wird, wenn 
inan die Strahlungsreaktion eingeschaltet denkt, und die als Hamiltonsche 
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Funktion die Verdnderlichkeit der Energie zu berechnen gestattet. In ein 
solehen Darstellung diirften auch die am Ende von Abschnitt 9 erwihnt. 


ganzzahligen S eine Rolle spielen. 


12. Mathematische Ergdnzungen. Zu Formeln (21) und (22): Man beweis: 
diese Formeln unschwer durch direktes Ausrechnen, wenn man s;, und s* 
mit Minkowski!) als Matrizen s,s* schreibt und die Bildung z. B. vo) 

* . . . . ao | 
~ SS) six Sey als Matrizenmultiplikation auffabt. Formel (2! 

k 

entspricht dann der von Minkowski bemerkten Tatsache, dab s* s Diagona! 


. * , 
Ski ok 


matrix ist und in der Diagonalen lauter gleiche Elemente, niimlich } ce. i 
hat. s;,8,,; bedeutet nach der Summationsvorschrift Spurbildung und 
liefert viermal das Diagonalelement. Ganz ahnlich ist s? + s*? Diagonal- 
matrix mit invarianter Spur. — Bei Nichtkommutativitaét der Matrix- 


elemente ist s* s +- ss* noch allgemein diagonal; mit den Vertauschunys- 


relationen (68) auch s? + s*?, 


Zu (76): Die dualen Formeln erhalt man entweder, indem man 4 und Y 


mit Hilfe von (22) geeignet verwandelt, oder mit Hilfe der Identitit 
] Ty r x. = rT »® TT , 72 @t r 
(U u Tro U ee | [ ma —~ (l u Tr, 7) U hea Tne « a) eid ( A Tuy (151) 
Zu (89): Es handelt sich bei dieser Umformung um die Vereinfachung 


Nay Uy — Meo Melia Te, @, und der entsprechenden 


o ke “a ’ mw. ae 


: . * * ; ° = ° 
Bildung mit r;,,r,, im ersten Faktor. Man mache zuniichst die Annahme, 


des Tensors r.. vu 
io 


dab sich diese Tensoren linear durch dieselben vier T'ensoren ausdriicken 
lassen, wie r;, in (51). Verjiingt man dann nacheinander mit allen diesen, 


so erhilt man vier Gleichungen fiir die vier Koeffizienten, und z. B. 


oa m a ° / * 
Tio Voleu lar Uy — Tho Uo NiatTar ty = 1Barj,+(2Ax— y) ri, 
+ 4B (Urey Uy — Uy Pj, %,) + 2A (0; TE, Uy — Uy VF, U,). (152 


: i ‘ . ‘ * 
Die andere Gleichung ergibt sich hieraus, wenn man alle r;, durch r;, 


ersetzt und a ee u. usw. nach (22) verwandelt (4 geht in 4, Bin B und » 
in2 42 — yiiber). Die Richtigkeit dieser Formeln und damit der gemachten 
Annahme kann man schlieblich bestitigen — ein kiirzerer Beweis gelang 
mir leider nicht — indem man sie in Raumvektoren schreibt. — Es sind 
hiernach, wie man leicht iiberlegt, alle mit r,, und u, zu bildenden, anti- 


symmetrischen Tensoren auf die Form (51) zu bringen, mit Ausnahme 


* 
uu, und des dazu dualen r, , 4, 7,“ 


des quadratischen r, 17. U,Up— lho "oe 


— . = 
Tey Ugh, U 


oss 7 


') H. Minkowski, Mathem. Annalen 68, 472. 1910. 
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9 
Zu (144): Man fasse og und og neben 0, = ; ( als Operatoren auf, 
’ 


die im Sinne von (141) eme Funktion y (C) transformieren. Macht man den 


alleemeinen Ansatz 


¢ 
i; : | 
Se ae Te (153) 
q 49 “vr 
t i 
» ' ™ 2 


iS 


— U.€ “-— 9,€ 


” 
vw a) 


so erhdilt man aus den VR. (101), die links 0, enthalten, nach (148) leicht 
Us = — Me, Us = I%¢. (154) 


Nun ist z. B. Oo y (C) Us (C) ple - A) + Ve (C) p(C 4 A). Soll © 
nur die Kigenwerte — 4/2 haben, so miissen 09 und og die Kigenfunktionen 
y (h/2) und y(-- h/2) unter sich transformieren. Das ist nur der Fall, 
wenn Ug (-— h/2) = 0 und vg(+ h/2) = 0 ist. Da C3 = h?/4-C ist, 


-7? 


kommen nur lineare Wy, v, In Frage. Also ist bis auf Faktoren (/’, 4’): 


| h . h 
ar ’ . — gre ' : ~~ 
Us == A (( —+- 9 ), Us as A ( ¢ —} (155) 
Die dritte VR. verlangt dann 7’ 2” 1 A?, was durch 
by ’ arr t ~~ 
is — etd }' =— —e-—i" (156) 
’ h 


erfillt werden kann. Die Phase 0 bleibt unbestimmt. Die Gleichungen (153) 


mit (154), (155) und (156) ergeben die Gleichungen (144) des Textes. 
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Bemerkung 


zu der Arbeit von H.Gockel und M.Schuler: ,,Uber eine 
neue Schuler-Uhr mit Selbstantrieb und die Gangleistung 
zweier Schuler-Pendel von Mai bis September 1937* '). 


Von A. Seheibe in Berlin. 


(Eingegangen am 26. Juli 1938.) 


Die Verfasser bestimmen experimentell das log. Dekrement des 
Schuler-Pendels zu 9,54-10-® fiir die Halbschwingung. Dies ergibt, in 
tiblicher Weise aut eme ganze Schwingung bezogen, ein log. Dekrement zu 
19,08 - 10° ® Das Ergebnis wird von ihnen mit den Worten ..Kine so kleine 
Reibung ist unseres Wissens bisher sonst noch nicht erzielt worden. Selbst 
ein zu Hochfrequenzschwingungen angeregter Quarzkristall hat nicht 
diese kleme Diaimpfung* diskutiert. 

Dieser Ansicht der Verfasser mu widersprochen werden. Von 
Van Dyke*) wurden bereits im Jahre 1935 log. Dekremente von schwin- 
venden Quarzkristallen 1m Betrage bis herab zu 5,4- 10-6 gemessen. 
A. Scheibe und E. v. Ferroni?) bestimmten das log. Dekrement des in 
den Quarzuhren verwendeten Steuerquarzes zu 13-10-§. Die mit Quarz- 
kristallen erzielbaren Dampfungen liegen also noch unterhalb des De- 


krementes des Schuler-Pendels. 


') ZS. f. Phys. 109, 442, 1938. 2) K.S. Van Dyke. Proc. Inst. Rad. 
Eng. 23, 386, 1935; siehe auch A. Scheibe. Piezoelektrizitiit des Quarzes, 
S. 181, Dresden 1938. 3) A. Scheibe u. FE. v. Ferroni. Phys. ZS. 39, 255, 


1938. 











